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Chapitre I

GENERALITES SUR LES FONCTIONS

Ce chapitre traite de fonctions numériques d'une variable réelle ; c’est-a-dire de fonctions qui
a un nombre réel associe un nombre réel.

I.1 Ensemble de définition

I[.1.1 Introduction

L'ensemble de définition d'une fonction est le sous-ensemble de R constitué des réels qui ont
un image par cette fonction. Lorsque la fonction est notée, f ou g, '’ensemble de définition sera le
plus souvent noté, D ou Dg. Cet ensemble peut étre explicitement donné dans un énoncé comme
dans, « considérons la fonction f: x — x* définie sur [-5;5] », une telle fonction f n’est pas définie
en 6 bien que son expression soit calculable pour x = 6. Mais souvent 'ensemble de définition est

implicite, par exemple I'expression de la fonction, x — —, n’est pas calculable uniquement pour,
X

x =0, on en déduit que I'’ensemble de définition de cette fonction est R*. Ainsi, en pratique, déter-
miner un ensemble de définition c’est déterminer les nombres réels pour lesquelles I'expression
est calculable, ou déterminer les nombres réels pour lesquelles I’expression n’est pas calculable et
en déduire 'ensemble de définition par passage au complémentaire.

I.1.2 Détermination pratique

Compte tenu des fonctions de référence actuellement connues, les fonctions dont I’ensemble
de définition n’est pas R sont des fonctions dont I’expression donnée présente un quotient ou la
variable apparait au dénominateur ou un radical sous lequel la variable apparait. Les polyndmes
ne sont pas de tels fonctions, on en déduit le théoréeme suivant.

THEOREME L.1.1
| Lensemble de définition d’une fonction polynome est R.

2x+3
x2-4"
% — 4 n'est pas nul.

Exercicel.1.1. Déterminer 'ensemble de définition de la fonction f; : x —

Solution Pour tous nombre réel, x, f(x) est défini si, et seulement si, x
¥-4=0 = (x-2)(x+2)=0 <= x=2o0ux=-2

On en déduit que :
Dy =R\{-2;2}
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Exercicel.1.2.

Déterminer 'ensemble de définition de la fonction f>:x — 2x+3+ v -3x+2.

Solution Pour tout nombre réel, x, f>(x) est défini si, et seulement si, —3x+2 = 0.

-3x+2=0 — —-3x=-2

On en déduit que :

Dy, = |-

O

Exercicel.1.3.

= X< (car —3<0)

wiln

;
00; =
3

Déterminer Pensemble de définition de la fonction f5:x— V —x2+3x—2.

Solution Pour tout nombre réel, x, f3(x) est défini si, et seulement si, —-xX*+3x-220.
1 estracine évidente du premier membre, on en déduit la factorisation : —X°+3x-2 = (x—1)(—x+2).

X

—x*+3x-2] -

1 2
0 + 0 -

On en déduit que :

Dy, =[1;2].

O

Exercicel.1.4.
Solution f, est une fonction polynéme, donc :

Dy,

4

O

Remarque L'ensemble de définition de la fonction, f: x —

ment, x, de cet ensemble : f(x) = x.

Déterminer 'ensemble de définition de la fonction fy : x — —x? + 3x - 2.

=LR.

+2
xa+2) est,R\ {2}, et pour tout élé-

La détermination de I'ensemble de définition doit toujours précéder d’éventuelles simplifications.

I.1.3 Exercices

I.1.a. Déterminer ’ensemble de définition de la
fonction f: x— 3x*—5x+7.

I.1.b. Déterminer I'’ensemble de déﬁI}ition dela
fonction f:x— V6x° - gxz + X - —.

V3

I.1.c. Déterminerlll’ensemble de définition de la
X
fonction f:x— ——.
x-2
I.1.d. Déterminer I’ensemble de définition de la
fonction f: x—3-4vVx-2.
I.1.e. Déterminer '’ensemble de définition de la

fonction f: x—2+3 vV-5x+4.

I.1.f. Déterminer I'’ensemble de définition de la

X

xX2+1

I.1.g. Déterminer ’ensemble de définition de la
4x-3

(x-2)4x-3)

I.1.h. Déterminer 'ensemble de définition de la

fonction f:x— V3x?-5x-2.

I.1.i. Déterminer I'ensemble de définition de la

fonction f:x— V2V x2-x—1.

I.1.j. Déterminer '’ensemble de définition de la
(x-D(x+2)

(x—1)(x—4)

fonction f:x—

fonction f:x—

fonction f: x—

ECcOLE EUROPEENNE BRUXELLES I — 2011-2012
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I.2. Quelques fonctions de références 3

I.2 Quelques fonctions de références

Un mondme ou fonction mondéme est une expression ou une fonction de la forme ax” ou
x+— ax" avec a € R et n € N. Le nombre a est appelé coefficient du monome et le naturel n son
degré. Ces deux nombres caractérisent le monome.

Exemples
1. nx estle monéme de degré 1 et de coefficient m.
2. -7 estle monéme de degré 0 et de coefficient —7.

_ 1 . . 1 .
3. 3x7let2x? ne sont pas des mondémes car ni —1 ni 2 ne sont sont des entiers naturels.

DEFINITION L.2.1
H Un polyndéme est une somme finie de monodmes.

Notations et vocabulaire

1. Dans une écriture réduite : P(x) = a,x" + an_lxn_1 +eo a2x2 +a;x+ ay (avec a, #0); le mo-
néme de plus haut degré, ici a,x", est appelé monéme dominant, son coefficient (ici a,) est ap-
pelé coefficient dominant et son degré (ici n) est appelé degré du polynéme, on notera : degP = n.
2. Le quotient de deux polynomes est appelé fonction rationnelle ou fraction rationnelle.

3. Le quotient de deux fonctions affines est appelé fonction homographique.

Cas particuliers

1. Le polynéme nul est défini par: P(x) = 0.

2. Les monOmes sont des cas particuliers de polynomes.

3. Les fonctions affines sont des cas particuliers de polyndmes.

4. Les fonctions affines sont des cas particuliers de fonctions homographiques.

5. Les fonctions homographiques et les polynomes sont des cas particuliers de fonction ration-
nelles.

Exemple La fonction P définie parP(x) = 5x* —3x* +7x — 1 est un polynéme de degré 4, son coef-
ficient dominant est 5 et son monéme dominant est 5x*.

Remarques
1. Un polynéme est toujours défini sur R.
2. Pour tous polynémesP etQ : deg(P x Q) = degP +degQ.

Nous admettons le théoréme suivant.

THEOREME L.2.1
Deux polynomes f et g, distincts du polyndme nul, sont égaux si, et seulement si :

1. fetgontle méme degré;

2. les coefficients ay, -, a, de f et by,---, b, de g vérifient pour tout i € [0;1] : a; = b;.

DEFINITION L.2.2
H Une racine d'un polyndéme f est un nombre a tel que : f(a) = 0.

Exemple Considérons la fonction polynéme f: x — 2x*—5x+3;0na: f(1)=2-5+3=0; donc 1
estracine de f.

Remarques
1. Certains polynémes n’ont pas de racine dans R, comme par exemple P(x) = x* + x* + 1 (car
pourtoutxe€ R :P(x) =1).
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2. Sia estracine du produitP x Q de deux polynomes sans étre racine de P, alors a est racine de

Q.

Nous admettons le théoréme suivant.

THEOREME 1.2.2 THEOREME FONDAMENTAL DE I’ALGEBRE
Soit f un polyndéme présentant une racine «.

Il existe un unique polyndéme g tel que pourtout xe R : f(x) = (x —a) g(x).

Remarque degg = (deg f) — 1.

Exemple 1 est racine de 2x°—5x*+2x+1letona:2x’ —5x°*+2x+1=(x—1) (Zx2 -3x- 1).

COROLLAIRE 1.2.3
H Un polynome de degré n a au plus n racines.

Démonstration Sous forme factorisée un polynéme de degré n a au plus n facteurs de degré 1. D’apres le théoreme
1.2.2 les racines d'un polyndmes sont fournies par ses facteurs de degré 1. On en déduit le corollaire. O
Exercicel.2.1. 1. 1 est-il racine du polynémeP : x — 2x® + x* -3 2

2. Factoriser P(on fera apparaitre un facteur de degré 1 et un facteur de degré 2).
Solution 1.0na:P(1)=2x13+1>-3=2+1-3=0;donc:

| 1 est racine deP. |

2. D’aprés le théoreme fondamental de I'algébre, on peut mettre (x—1) en facteur dans I'expression
deP(x):

2x3 + x% -3 x-1
3x? 2x°+3x+3
3x-3
0
Pour tout réel x :
P(x) = (x—1) (2x* +3x+3) |
m|

Pour factoriser un polynéme, on peut reconnaitre une racine, «, puis diviser ’expression de P(x) par x—a.

3

Exercicel.2.2.  FactoriserP : x — x* —2x* — x + 2 (une décomposition en trois facteurs de degré 1 est atten-

due).
Solution P(x) =x° —x-2x*+2=x(x*-1)-2(x*—1) = (x-2) (x* - 1) = (x = 2)(x = D(x+ 1). O

@ Pour factoriser un polynéme, on peut regrouper des termes semblables puis reconnaitre un facteur commun.
Exercice 1.2.3. 1. V2 est-il racine du polynémeP:x— 4x* +12x> +x* -24x-1872

2. Factoriser P (une décomposition en quatre facteurs de degré 1 est attendue).

Solution 1.P(v2)=16+24v2+2-24v2-18=0.

V2 est racine deP.

2. Pour toutréel x,on a:

P(x) =12x° —24x+4x* +x* —18 = 12x (x* - 2) + (x* - 2) (4x* +9) = (x* — 2) (4x* + 12x +9)

ECOLE EUROPEENNE BRUXELLES I —2011-2012 6° 5 périodes



I.2. Quelques fonctions de références 5

Soit finalement :

P(x) = (x— \/E) (x— \/5) (2x+3)2 .

O

Dansl’exercice 1.2.3., dansle calcul de P ( \/E), on constate que les termes de degré pair sont entiers

alors que les termes de degré impairs sont multiples de V2 on a donc I'idée, pour factoriser P, de
regrouper les monodmes suivant leur parité.

I.2.1 Travaux dirigés

I.2.1.a Décomposition d’'une fonction rationnelle

4x3 +5x2-2x+3
x24+2

On considere la fonction rationnelle f : x — . On se propose d’écrire f sous
prop

la forme::
cx+d

X2 +2

(cette forme est plus avantageuse pour résoudre certains problemes).

Pour venir a bout de cette question nous allons utiliser deux méthodes : I'identification des coeffi-
cients (méthode officielle) et la division de polynomes (méthode standard).

fx)=ax+b+

Partie A — Identification

1. Préciser 'ensemble de définition de f, Dy.
2. On se propose de déterminer quatre réels a, b, c et d tels que :

toutxeD f(x) +b+cx+d (P)
our tout x , X)=ax
P ! X242
a. Démontrer que la proposition P est équivalente a:
pour tout x € Dy, 4x3 +5x> - 2x+3 = (ax+b)(x2+2)+cx+d P)

b. En développant le second membre de la derniere égalité et en procédant par identification
des coefficients, déterminer un systeme d’équations dont la solution est le quadruplet (a, b, ¢, d)
cherché.

c. Résoudre le systeme obtenu en A.2.c. et conclure.
2x% +3x+2

3. Procéder de méme dans le cas de la fonction g: x — P
x

Partie B — Division
Effectuons la division euclidienne des polynomes :

4x3+5x% — 2x+3 | x> +2

5x°—10x 4x+5
—-10x+2

On a donc, pour tout réel x :

1
4x +5x* -2x+3 = (x* +2) (4x+§)—10x+2.
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D’ou I'on tire que pour tout réel x :

flx)=4x+—-+

Procéder de méme dans le cas de la fonction g: x —

—-10x+2
X242

2x%+3x+2
2x+1

Partie C - Utilisation du théoreme fondamental de I’algebre

On considere le polynome :

P(x) =2x3—7x%+7x-2.

1. Calculer P(1) et en déduire une factorisation de P(x) par un polynéme de degré 1.

2. Calculer P(2) et en déduire une décomposition de P(x) en trois facteurs de degré 1.

1.2.2 Exercices

I.2.a. La fonction P : x — x? + sin® x + cos® x est-
elle un polynome?
I.2.b. La fonction P : x — x* +3x” ! est-elle un
polyndéme ?
1.2.c. Lafonction P: x — x2 +4x? est-elle un po-
lynéme?

2

X
I.2.d. La fonction P : x — . est-elle un poly-
x [—
nome?
4

. X
I.2.e. La fonction P : x —

i1 est-elle un poly-

noéme?

I.2.f. 1 est-il racinede P: x — 3x> —4x+1?
1.2.g. —2 est-il racinede P: x — 3x* —4x+12
I.2.h. V3 est-il racine de
P:x—2x*-3x>-5x>+9x-32

1.2.i. Factoriser P : x — 3x* —4x + 1.

I.2.j. Factoriser P : x — 2x* —3x> —5x% +9x-3.
(on devra obtenir quatre facteurs de degré 1).

I.3 Opérations sur les fonctions et variations d’'une fonction

1.3.1 Egalité de deux fonctions

Une fonction est déterminée par son ensemble de définition et par le mécanisme qui a chaque
élément associe son image par la fonction. On en déduit le théoréme suivant.

THEOREME 1.3.1

Soit f et g deux fonctions d’ensembles de définitions respectifs Dy et Dy.
Les fonctions f et g sont égales si, et seulement si :

pour tout x € Dy, f(x) =gx).

Remarque En particulier deux fonctions sont égales si, et seulement si, leurs représentations gra-
phiques relativement a un repére donné sont confondues.

Exercicel.3.1.

2x+3
x+2

fx)=

et

Démontrer que les fonctions f et g définies par les expressions ci-dessous sont égales.

1
=2 —
8(x) x+2
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Solution

1. Pour toutréel x, f(x) et g(x) ne sont définis que lorsque x # —2, on en déduit que f et g ont le
méme ensemble de définition : R \ {-2}.

2. PourtoutxeR\{-2},ona:

2x+3 2(x+2)-1 1
= =2-——=g(W).

X) = =
f& x+2 xX+2 x+2

Donc: f=g.O

I.3.2 Opérations sur les fonctions

f et g sont deux fonctions ayant le méme ensemble de définition D.

Opération | Notation | Fonction définie, pour tout x € D, par :
Produit par un réel A Af (Af)(x) =Ax f(x)
Somme de fonctions f+g (f+8)®) =fx0)+gx

Combinaison linéaire (avecae RetfeR) | of +pg (af +Bg)(x) =ax f(x)+p x g(x)
Inverse d'une fonction 1 1
(lorsque f ne s’annule pas sur D) (?) (x) = m
Quotient de deux fonctions f _f)
(lorsque g ne s’annule pas sur D) (g) () = @

0q |~ f~ | —

I.3.3 Compositions de fonctions

Soit f une fonction et I un sous-ensemble de son ensemble de définition, on désignera par f(I)
I'ensemble décrit par f(x) lorsque x décrit1:

fO={f]|xel}.

Exemple On lit sur le graphique ci-dessous que : f(]1;5[) =[-1;3].

3 ______

Cgf

~i

DEFINITION 1.3.1 COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS

Soit f une fontion définie sur un ensemble I et g une fontion définie sur un ensemble J tel que
f (@ c]J. On appelle fonction composée de f par g (ou composée des fonctions f et g) la fonction,
notée go f, définie surI par:

go f(x) =g(f(x).
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Remarque La construction de I'image d’un réel x par go f respecte le schéma ci-dessous.

I J R
f 8
x4 y=f@——gy=g(f)=gef®
| f
Exercice 1.3.2. On considére les fonctions f : x — 2x—3 et g: x— x* + 1.

Déterminergo fetfog.
Solution f et g sont définies sur R, donc go f et f o g sont définies sur R et pour tout réel x :

gof(x)=g(f0)=gRx—-3)=(2x—3)*+1=4x*—12x+10.

fog)=f(gx)=f(x*+1)=2(x*+1)+3=2x*+5.
O

Remarque Généralement: go f+ fog.

I.3.4 Sens de variation

I.3.4.a Rappels

Les définitions suivantes ont été vues dans les classes de précédentes.
DEFINITIONS 1.3.2

Soit f une fonction et I un intervalle inclus dans son ensemble de définition.
(1) On dit que f est strictement croissante sur I lorsque pour tous éléments aet bdelona:

a<b = fla) < f(b).
(2) On dit que f est strictement décroissante sur I lorsque pour tous éléments aet bdelona:
a<b = fb) < f(a).

3) On dit que f est strictement monotone sur I lorsqu’elle est strictement croissante sur I ou
strictement décroissante sur I.

Remarques

1. Dire que f est strictement croissante sur I signifie que sur cet intervalle f conserve I'ordre.

2. Dire que f est strictement décroissante sur I signifie que sur cet intervalle f inverse I'ordre.

3. On définit de méme une fonction croissante (respectivement décroissante ) sur un intervalle I
en remplacant I'implicationpar:a<b == f(a) < f(b) (respectivement:a<b = f(a)=
f(b)).

4. On définit de méme une fonction monotone sur un intervalle I.

5. Toute fonction strictement croissante sur I est en particulier croissante sur 1. La condition
« strictement croissante » (respectivement « strictement décroissante »)est plus forte que la condi-
tion « croissante » (respectivement « décroissante »).
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6. Les fonctions constantes sur un intervalle sont a la fois croissantes et décroissantes sur cet in-
tervalle mais ne sont ni strictement croissantes, ni strictement décroissantes sur cet intervalle.

THEOREME 1.3.2

(1) Soit f une fonction strictement croissante sur un intervalle I, on a pour tous éléments a et
bdel:

a<b =

fla) < f(b).

(2) Soit f une fonction strictement décroissante sur un intervalle I, on a pour tous éléments a
etbdel:

a<b =

fb) < fla).

Démonstration

(@) Soit a et b deux éléments de I. D’apres la définition 1.3.2 : a<b =

fb) < fla).
Réciproquement, f une fonction strictement croissante sur I, elle est donc croissante sur I, d’ot il vient :
azb = f(a)=[f(b);

Nous en déduisons par contraposition: a<b <= f(a) < f(b); ce qui acheve la démonstration de la propriété.
On démontre de méme la propriété (2). O

DEFINITION 1.3.3

Etudier le sens de variation d’'une fonction, c’est déterminer les intervalles maximaux sur les-
quelles la fonction est strictement croissante, strictement décroissante ou constante.

I.3.4.b Sens de variation et composition

Soit f une fonction, I un intervalle inclus dans son ensemble de définition et g une fonction
dont I'ensemble de définition contient f(I).
Si f est strictement décroissante sur I et g strictement décroissante sur f(I) alors go f inversera
successivement deux fois I’ordre sur I; on en déduit que g o f est strictement croissante sur I.
Plus généralement on a le théoreme suivant :
THEOREME L.3.3

Si f est une fonction strictement monotone sur un intervalle I et si g est une fonction strictement
monotone sur f(I), alors go f est une fonction strictement monotone sur un intervalle I; plus
précisément, le sens de variation de g o f est donné dans le tableau ci-dessous.

f est strictement croissante
surl

f est strictement décrois-
sante sur |

g est strictement croissante

sur f(I)

go f est strictement crois-
sante sur |

go f eststrictement décrois-
sante sur |

g est strictement décrois-
sante sur f(I)

go f eststrictement décrois-
sante sur |

go f est strictement crois-
sante sur |

Remarques
Si g est strictement croissante sur f(I) alors go f ale méme sens de variation que f sur I.
2. Si g est strictement décroissante sur f(I) alors go f ale sens de variation contraire de celui de
fsurl
3. Lethéoreme I.3.3 reste vrai si on remplace « strictement monotone » par « monotone ».

1.
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I.3.4.c Sens de variation et opérations

THEOREME 1.3.4

Soit f et g deux fonctions, I un intervalle inclus dans leur ensemble de définition et k un nombre

réel.

1) Si k>0, alors kf ale méme sens de variation que f sur I.

(2) Si k<0, alors kf ale sens de variation contraire de celui de f surI.

3) Si f et g sont strictement croissantes sur I, alors f + g est strictement croissante sur I.

4 Si f et g sont strictement décroissantes sur [, alors f + g est strictement décroissante sur I.
Démonstration

1)
sens de variation que f sur I.
2
variation contraire de celui de f surI.
3) Soit a et b deux éléments de I.

_ fla)< f(b)
a<b = { 2(a) < g(b)
4) Soit a et b deux éléments de I.
_ fla)> f(b)
a<b = { (@) > g(b)

a

Si k > 0, alors kf est la composée de f par x — kx, qui est strictement croissante sur IR, donc kf a le méme

Sik <0, alors kf estla composée de f par x — kx, qui est strictement décroissante sur R, donc k f ale sens de

= fl@+gla)< f(b)+g(b)

-

fla)+g(a)> f(b)+g(b)

Remarque Dans les propriétés (3) et (4), lorsque f et g n'ont pas le méme sens de variation, on

ne peut rien conclure (voir exercice 1.3.].)

I.3.5 Exercices

I.3.a. 1. Développer: (x —3)(x —1).

2. Démontrer que les fonctions f et g défi-
nies par les expressions ci-dessous sont égales.

) = — 2 et g = —— L
fx_x2—4x+3 © gx—x_3 x—1

I.3.b. Démontrer que les fonctions f et g défi-
nies par les expressions ci-dessous sont égales.

3x2+4x+2
fo == et

1
+ )
x+1 (x+1)2

g(x)=3-

I.3.c. Les fonctions f: x — etg:x—x+1

sont-elles égales ?
I.3.d. Les fonctions f: x — x et g: x — Vx?
sont-elles égales ?

I.3.e. On considere les fonctions
fix—2x-3etg:x— -3x+7.
Déterminer go f et fog.

L.3.f. On considere les fonctions f : x — 2x* -3
etg:x— —3x* +7x.

Déterminer go f et fog.

I.3.g. On considere les fonctions affines
fix—2x-3etld:x— x.

Déterminer une fonction affine g telle que :
gof=1d.

A-t-on: fog=1d?

I.3.h. Une fonction constante sur un intervalle I
est-elle croissante sur cet intervalle ?

I.3.i. Soit f une fonction décroissante sur un in-
tervalle I. Démontrer que pour tous éléments a
etbdel,ona: f(a) > f(b)==a<b.

I.3.j. 1. Donner un exemple d'une fonction f
strictement croissante sur R et d'une fonction
g strictement décroissante sur R tels que f+ g
soit strictement croissante sur R.

2. Donner un exemple d'une fonction f stricte-
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ment croissante sur R et d'une fonction g stric-
tement décroissante sur R tels que f + g soit
strictement décroissante sur RR.

3. Conclure.

I.3.k. On rappelle que la fonction x — v/x est
strictement croissante sur [0; +oo[. Déterminer
le sens de variation de la fonction f sur l'inter-

1.4 Parité, périodicité

valle considéré.
a. f(x) = Vx+2x—1sur[0;+ool.
b. f(x) = vx—1sur [0;+ool.
c. f(x)=x—2+vx+1sur[l;+ool.
d. f(x) = -3 x+2sur[0;+ool.

Désormais, dans ce chapitre, le plan est muni d'un repere orthogonal (O;7,7).

I.4.1 Symétrie d'une partie de IR par rapporta0

DEFINITION 1.4.1

Soit E une partie de R, on dit que E est symétrique par rapporta 0 lorsque pour tout x € R :

x€eE=— —-x€E.

Exemples

1. [-3;+ool n'est pas symétrique par rapport a0, en effet, 4 € [-3; +oo[ et pourtant —4 ¢ [-3; +ool.

-3

L
L

2. R\{-1} n’est pas symétrique par rapporta 0, en effet, 1 e R\ {—1} et —1¢ R\ {—1}.
3. ]—00;-2[U]2;+00] est symétrique par rapport a 0.

-2

h |
4

I.4.2 Fonctions paires, fonctions impaires

DEFINITIONS 1.4.2

(1) La fonction f est dite paire lorsque : {

Soit f une fonction et Dy son ensemble de définition.
Dy est symétrique par rapport a 0
pour tout x € Dy :

fE0=Ffx) "
Dy est symétrique par rapport a 0

(2) La fonction f est dite impaire lorsque:: { pour tout x € Dy Flex) =—f(0)

Interprétation graphique Les fonctions paires sont les fonctions dont la représentation graphique
est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées (noté Oy) et les fonctions impaires sont les fonc-
tions dont la représentation graphique est symétrique par rapport a ’origine du repere.
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axe de symétrie f=x)

|
- - |
|
]

X /\ J —X X 7
! O|17 ' ' (0] —X
| |
R N flx
fE=x)|f(x) ¢entre de symétrie
FIGURE I.1 - Fonction paire. FIGURE 1.2 - Fonction impaire.

Remarques

1. Généralement une fonction n’est ni paire ni impaire. Le fait d’étre paire ou impaire, pour une
fonction, est une propriété remarquable.

2. Lorsqu’une fonction est paire, on restreint son étude a la partie positive de son ensemble de
définition, on trace la courbe correspondant a cette étude, puis on compléte la courbe en utilisant
la symétrie par rapport a I'axe des ordonnées.

3. Lorsqu’une fonction est impaire, on restreint son étude a la partie positive de son ensemble de
définition, on trace la courbe correspondant a cette étude, puis on compléte la courbe en utilisant
la symétrie par rapport a I'origine du repére.

Exercicel.4.1.  FEtudier la parité de la fonction f : x — V3 - x.
Solution La fonction f est définie en —4, mais pas en 4, donc:

la fonction f n’est ni paire ni impaire.

O

@ Pour démontrer qu’une fonction n’est ni paire ni impaire, il suffit (lorsque cela est possible) d’illustrer par un contre-exemple
le fait que ’ensemble de définition n’est pas symmétrique par rapport a 0.

Exercice 1.4.2. Ftudier la parité de la fonction f : x — x> + x.

Solution Ona: f(1)=2et f(—1) =0. f(1) et f(—1) ne sont ni égaux ni opposés, donc :

‘ la fonction f n’est ni paire ni impaire.

O

Pour démontrer qu'une fonction n’est ni paire ni impaire, il suffit de choisir un nombre et son opposé dont les images ne sont
ni égales ni opposées.

Exercicel.4.3.  Ftudier la parité de la fonction f : x — 5x* — 4x* + V2.

Solution f est une fonction polynéme, elle est donc définie sur R qui est symétrique par rapport
ao.

Pour tout x € Dy :

f=x)=5(=x0)*-4(-x%+ V2 =5x" —4x* + V2 = f(x).

‘ la fonction f est paire. ‘

O

Pour démontrer qu’une fonction est paire ou impaire il suffit, aprés s’étre assuré que ’ensemble de définition est symétrique

par rapport a 0, d’exprimer f(—x) en fonction de f(x).
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4x
x2-2"
Solution Ona:x*-2=0 — x=V2oux=-vV2.
Donc :Df =R\ {— V2; \/E} ; Dy est donc symétrique par rapport a 0.
Pour tout x € Dy :

Exercice.4.4.  FEtudier la parité de la fonction f : x —

B 4(—x) B —4x _ 4x _
JeN= g2~ v2 v 0

‘ la fonction f estimpaire. ‘

I.4.3 Fonctions périodiques

DEFINITION 1.4.3

Soit f une fonction, Dy son ensemble de définition et p un nombre réel.
La fonction f est dite périodique de période p lorsque:

pour tout x € R : xeDy < x+peDy
pour tout x € Dy : fx+p) =fx

Interprétation graphique Les fonctions périodiques de période p sont les fonctions dont la repré-
sentation graphique est globalement invariante par la translation de vecteurs p7.

|

période

Gy Pt

AVARNAVARR \VARNAY

A

R —==
&
+¥_
=

FIGURE 1.3 — Fonction périodique de période p.

Remarques

1. Pour exprimer qu’une fonction f est périodique de période p, on dira souvent qu’elle est p-
périodique.

2. Sif est p-périodique et sik €7 alors :

pourtoutxeR: xeDf <= x+kpeDy
pourtoutxeDyr:  f(x+kp)=f(x)

3. Sip estune période de f alors les nombres de la forme kp (avec k € 7Z) sont aussi des périodes
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de f.

4. En pratique, lorsqu’on affirmera qu’une fonction f est p-périodique, p sera la plus petite pé-
riode strictement positive de f. Les périodes de f seront alors les multiples de p, c’est-a-dire les

nombres de la forme kp (avec k € 7.).

Le théoréme suivant a été vu dans les classes précédentes.

THEOREME 1.4.1
(1)
(2)

La fonction tan est m-périodique.

Exercice 1.4.5.

Les fonctions cos et sin sont 2n-périodiques.

Soit f une fonction p-périodique. Etudier la périodicité de la fonction g définie par : g(x) =

f2x).

Solution Pour tout x tel que2x € Dy : g(x) = f(2x) = fRx+p) = f(Z (x+ g)) = g(x+ g)

De plus pour toutxe R :

xeDy = 2xeDy = 2x+peDy = 2(x+§)€Df — x+§€Dg.

g est g-périodique.

O

Exercice 1.4.6.

Ftudier la périodicité de la fonction f : x — 50sin (Gx + ;)

Solution La fonction f est définie sur R. Pour toutxe R :

. T . n B . 2m)  m) n
f(x):5031n(6x+z)—5051n(6x+z+2n)—5051n(6(x+g)+z)—f(x+ )

3

f est g -périodique.

1.4.4 Exercices

I.4.a. Etudier la parité de la fonction

X —.
! x-2
I.4.b. Ftudier la parité de la fonction
fix—2x+4.
I.4.c. Etudier la parité de la fonction
fix—3x*-7.
I.4.d. Etudier la parité de la fonction
f 3x2-7

tX— .

x> +1

I.4.e. Soit f une fonction définie sur R. On
considere les fonctions i et p définies par :

fx) = f(=x)

p(x) 2

1. Exprimer p + i en fonction de f.
2. Etudier la parité des fonctions i et p.

3. Expliciter les fonctions i et p dans le cas ou la
fonction f est définie par:
f(x) =2x> - 7x* +5x — 4.
4. Expliciter les fonctions i et p dans le cas ol la
fonction f est définie par :
fx) = V3x" +6x% —nx® +5x* +10x° - 103x +
1000.
I.4.f. Soit f et g deux fonctions définies sur RR.
Etudier la parité de fg dans chacun des cas sui-
vants.

a. f et g sont paires.

b. f et g sont impaires.

c. f est paire et g est impaire.

d. f estimpaire et g est paire.
I.4.g. Soit f et g deux fonctions définies sur R.
Etudier la parité de f o g dans chacun des cas
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suivants.

a. f et g sont paires.

b. f et g sont impaires.

c. f est paire et g est impaire.

d. f estimpaire et g est paire.
I.4.h. Soit f et g deux fonctions définies sur R
et a, p deux nombres réels.

a. Démontrer que si f et g sont paires, alors
af +pg est paire.

b. Démontrer que si f et g sontimpaires, alors
o f +Pg estimpaire.
I.4.i. Une fonction f, définie sur R, est p-
périodique. Etudier la périodicité de la fonction
g définie par: g(x) = f(g)
I.4.j. Une fonction f est p-périodique. Etudier
la périodicité de la fonction g : x — f (5x).
I.4.k. Une fonction f est p-périodique. Etudier
la périodicité de la fonction g: x— 7 f (5x + 3).
I.4.1. Déterminer w pour que la fonction

I.5 Vocabulaire de I'ordre

u1 : t — 220sin(w?) soit périodique de période
50

I.4.m. f et g sont deux fonctions définies sur R.
f est 4-périodique et g est 10-périodique. Dé-
terminer la période de 2 f + 3g.

I.4.n. Désignons par E la fonction partie entiere ;
pour tout nombre réel x, E(x) est le plus grand
entier inférieur ou égal a x. C’est donc 'unique
entier vérifiant : E(x) < x <E(x) + 1.

1. Donner la partie entiere de m, 6, =7 et de -7, 5.

2. Démontrer que pour tout réel x : E(x+1) =
E(x)+1

3. On considere la fonction m définie par :
m(x) = x—E(x).

Démontrer que m est 1-périodique.

4. Représenter graphiquement les fonctions E
et m. (unité graphique: 1 cm)

Considérons une partie non vide, E, de R, par exemple : E =] —3;0] U {2};
On a pour tout x € E: 2,5 = x; on dit que 2,5 est majorant de E. Tout nombre plus grand que 2,5
est également un majorant de E. Lensemble des majorants de E est I'intervalle [2; +oc0].

On a pour tout x € E: —4 < x; on dit que —4 est minorant de E. Tout nombre plus petit que —4
est également un minorant de E. Lensemble des minorants de E est I'intervalle | —oo; —3].

E a un plus grand élément, 2, mais n'a pas de plus petit élément.

Un ensemble qui a des majorants (respectivement des minorants) est dit majoré (respective-
ment minoré). Un ensemble a la fois minoré et majoré est dit borné. Certaines parties de R, comme

N, ne sont pas bornées.

Le plus petit élément de I'ensemble des majorants (respectivement minorants) est appelé borne
supérieure (respectivement borne inférieure). Par exemple la borne supérieure de E est 2 et sa

borne inférieure est —3.

On dira que f < A sur un intervalle I lorsque pour tout x € I: f(x) <A.
On dira alors que la fonction f est majorée par A sur L.
Exemple Considérons la fonction f : x — 2 — x*. Un carré est toujours positif, donc: f <2 surR.

Ainsi f est majorée par 2 sur R.

Plus généralement, on adapte ainsi aux fonctions tous le vocabulaire introduit ci-dessus pour les

sous-ensembles de R.

Exercice L1.5.1.
Sont-elles atteintes ?

On considére la fonction f : x — —2x + 3 et I'intervalleI = [7;10[. Préciser les bornes de f(I).

Solution On a: -2 <0; donc f est une fonction affine strictement décroissante sur R, on en dé-

duit que pour toutx € R :
xel
Donc: f(I) =]-17;-11].

= 7<x<10 < f(@)=f(x)>f(10)

— -17< f(x)<-11.




16 I. GENERALITES SUR LES FONCTIONS

Les bornes inférieure et supérieure de f sur I sont respectivement —17 et —11.
La borne inférieure n’est pas atteinte et la borne supérieure est atteinte en7.

Autre méthode On a : -2 < 0; donc f est une fonction affine strictement décroissante
sur R, on en déduit le tableau de variation suivant.

X —00 7 10 +00

+00
Tl
fx) —~

-17
~
—00

Donc: f([7;10[) =] - 17;-11].

Les bornes inférieure et supérieure de f sur I sont respectivement —17 et —11.
La borne inférieure n’est pas atteinte et la borne supérieure est atteinte en7.

O

@ Pour déterminer I’'mage d’un intervalle par une fonction, la lecture d’un tableau de variation bien dressé est souvent la
méthode la plus simple.

Un tableau de variation a valeur de démonstration.

I.5.1 Exercices

I.5.a. Lensemble 7 est-il borné ? élément ? si oui préciser lesquels.

I.5.b. On pose E = [-2;—-1[U[1;2]. I.5.c. Donner un exemple d’ensemble borné qui
1. E est-il minoré? majoré? si oui préciser un | n'ani plus grand élément ni plus petit élément.
minorant, un majorant. I.5.d. Soit E un ensemble qui a un plus grand
2. E est-il borné ? si oui préciser ses bornes. élément, S. S est-il un majorant de E?

3. E a-t-il un plus grand élément? un plus petit Démontrer que S est la borne supérieure de E.

1.6 Rappels sur les trinéme du second degré

Un polynome P de degré 2 défini par P(x) = ax®+bx+c (avec a # 0), est aussi appelé trinome du
second degré. Lobjectif de cette section est de savoir factoriser P(x), résoudre I'’équation P(x) =0,
étudier le signe P(x) suivant les valeurs de x, représenter graphiquement P et trouver 'extremum
de P.

[.6.1 Forme canonique

Pour factoriser un polynome P, de la forme : P(x) = ax®+bx+c; on écrit P(x) sous forme cano-
nique pour faire apparaitre soit la différence de deux carrés (auquel cas P(x) est factorisable) soit
la somme de deux carrés (auquel cas P(x) n’est pas factorisable). La forme canonique de P(x) est :
b )2 b*—4ac

PxX)=a||lx+—
(%) 2a 4a?

. Pour obtenir cette formule, on utilise la démarche explicitée dans

le tableau ci-dessous.
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étapes | cas particulier cas général
1. P(x)=3x°+5x—7 P(x) = ax’ + bx+c
s 5 7 ,» b ¢
Px)=3[x"+-x—-— Px)=al|x“"+—x+—
3 3 a a
, 5 (5\* (5\* 7 , b b\ (b))
2. Px)=3({x"+2—x+|=| —|=] — = Px)=al|lx"+2—x+|—]| —|—| +
6 6 6 3 2a 2a 2a
5\2 (5% 7 [ b\ (b)) ¢
PxX)=3||x+=| —|=| — = PX)=a|lx——| - |—| +—
6 6 3 | 2a 2a a
[ 2 25 84 [ b\> P* 4dac
Px)=3|[{x+=-] ———-—— Px)=al|lx-——-| ——+—
6 36 36 | a 4a® 4a®
[ 2 109
Px)=3||x+=| ——
6 36 )
5\2 [ v109 b\ b*-4ac
3. Px)=3|({x+=-] —-|—— P(x)=a (x+— -
6 6 2a 4a?
5 V109 5 V109
Px)=3|x+-—————||x+—-+——
6 6 6
-5+ v109 -5—-v109
P(x)=3(x— +6 )(x— 5 )

Récapitulatif des étapes
1. On met, si besoin est, le coefficient dominant en facteur

2. On reconnait la somme des termes de degrés 2 et 1 comme le début d'une identité remar-
quable.

3. Sil'expression entre crochets estla différence de deux quantités positives, alors on reconnait
la différence de deux carrés et on factorise; sinon, 'expression entre crochets est la somme
de deux quantités positives et il n’existe pas de factorisation en produit de facteurs de degré
un a coefficient réels.

DEFINITION 1.6.1
H Le nombre, A, défini par : A = b® — 4ac; est appelé discriminant de P.

La forme canonique de P devient alors :

(I.1)

1.6.2 Représentation graphique et sens de variation

Le plan est muni d'un repere (O;7,7).
D’apres (I.1), pour tout réel x :

Px)=a (1.2)

b)2 A
X+—| ——
2a 4a

Introduisons la fonction u : x — ax® et €, sa représentation graphique. D’apres (1.2) la courbe,

2a
A .

4a

2, de P est 'image de 6, par la translation de vecteur
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THEOREME 1.6.1

La représentation graphique &2 de P(x) = ax® + bx + ¢ (avec a # 0) est une parabole d’axe paralléle

b A
a Oy etde sommet S (—2—, —4—) ; de plus, dans le repere (S;7,7), &2 a pour équation: Y = ax?.
a 4a

b A
Remarque D’aprés (1.2) on a:P (—2—) =9 donc en pratique on obtient I'ordonnée de S en
a a

calculant P (—ﬁ)
2a

Exemple On se propose de représenter graphiquement la fonction f définie par: f(x) = x*~5x+4.
5 (§)_25 5 16 25 9

2

Ona:——=—etf 2 2+ YR R

2

5 9
Introduisons le point S (E ; _Z)' dans le repére (S i, ]’), Cff a pour équation : Y = X2,

Nous en déduisons la courbe de la figure 1.4.

~i
/
e

w»

|
& | do
L]
|
I
|
|

FIGURE 1.4 — Représentation graphique de f.

On déduit du théoréme 1.6.1 le tableau de variations de P en fonction du signe de a.

b b
X —00 - +00 X —00 - +00
2a 2a
+00 +00 -5
X X
~4a —00 —00
FIGURE L.5 - Lorsque a > 0. FIGURE I.6 — Lorsque a < 0.

I.6.3 Factorisation et résolution d’équations

Dans une décomposition en produit, tout facteur de degré1 apporte une racine au polynoéme.
On en déduit que si P peut se décomposer en produit de deux facteurs de degré 1 alors P a au
moins une racine. Ou encore, par contraposition : si un polynéme de degré 2 n’a pas de racine
alors on ne peut pas le décomposer en produit de deux facteurs de degré 1.
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Reprenons la forme canonique de P, (I.1) dansle casoti: A > 0. On a alors :

b2 A b2 (Va) b VA b VA
PX)=allx+—| ——|=allx+—]| - |— —a|lx+——-——— —+—.
2a 4a? 2a 2a 2a 2a 2a 2a
On en déduit la factorisation :
-b+ VA -b- VA
Px)=al|x- X— .
2a 2a
En particulier P a deux racines distinctes :
-b+ VA -b- VA
X]=—— e Xp= ——.
2a 2a

Nous en déduisons le théoréme suivant.
THEOREME 1.6.2

Soit P: x— ax® + bx + c (avec a # 0) un trindme du second degré et A = b* — 4ac son discriminant.
SiA>0 P a deux racines distinctes :
-b+ VA -b- VA
X =—— e Xp=—
2a 2a
et pour tout réel x :
P(x) =alx—x1)(x—x2).
SiA=0 P aune racine double : b
Xo=——
0 2a
et pour tout réel x :
P(x) = a(x - xo)*.
SiA<O0 P n’a pas de racine et n’est pas factorisable en produit de deux facteurs de degré 1 a
coefficients réels.
Remarques
b
1. Sionremplace A par0 dans les formules de calcul de x, et x», on obtient: x; = xp = ~5a = Xp.
a

2. Sia etc sont de signes contraires, alors A > 0 et P a deux racines distinctes.

3. Bien qu’exhaustive, cette méthode n’est pas opportune dans le cas ou la factorisation du poly-
nome est immédiate (identité remarquable ou polynéme P qui est la somme de 2 monomes).

4. Le théoréme 1.6.2 peut étre aussi bien utilisé pour factoriser un polynéme du second degré,P,
que pour résoudre I'équation, P(x) = 0 (voir corollaire 1.6.3).

Exercice 1.6.1. Factoriser lorsque cela est possible.

a.P(x) = 2x%+3x—6.

b.P(x) = 2x% -8x+8.

c.P(x) = 2x* - 5x+8.

d.P(x) = —5x2+3x+2.

Solution

a.0na:N=3°-4x2x (=6) =57;donc A >0 etP adeuxracines:

-3 - V57 . -3+ V57
= 2= .

X e
! 4 4
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On en déduit que pour toutx€ R :

P(x)zz(x_—ff—_ﬁ)(x_ﬂ)_

4 4

b. Méthode des identités

P(x) =2(x* - 4x+4) =2(x-2)%|

Méthode du discriminant Ona: A= (-8)>-4x2x8=0;doncA =0 etP a une racine double :

Xo=—=2.
07y

On en déduit que pour toutx € R :

P(x) =2(x—2)?|

c.Ona:A=(-5)%-4x2x(8) =39;doncA<0.

P n’est pas factorisable.

d. Méthode de la racine évidente On voit que 1 est racine évidente, donc pour tout réel x :

[P(x)=(x-1(-5x-2)]

Méthode du discriminant Ona: A =3%—4x (-5) x2=49=7%; donc A >0 et P a deux racines :

-3-7
X1=———=1 et Xo = = .
-10 -10 5

-3+7 2

On en déduit que pour toutx € R, :

Px)=2(x-1) (x+;) X

O
COROLLAIRE 1.6.3
Soit a, b et c trois réels (avec a # 0), E I'’équation
ax*+bx+c=0 (E)
et A = b® — 4ac son discriminant.
SiA>0 (E) a deux solutions distinctes :
b+ VA -b—- VA
Xj=—— et Xp= —.
2a 2a
SiA=0 (E) a une seule solution : .
Xg=——.
0 2a
SiA<0 (E) n’a pas de solution dans [R.

Exercice I.6.2. Résoudre dans R.

a.3x>+5x-7=0.
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b.3x* -5x-2=0.

c.3x2 +5x+7=0.

d.—55% +4x— = = 0.

Solution a. 5bn a:AN=25-4x3x(-7)=109; doncA >0, 'équation a deux solutions :

~5- /109 —5+ v/109
X=— e Xp= ———.
6 6
S { ~5- V109 -5+ \/109}
- 6 ' 6 '

b. Méthode de la racine évidente On voit que 2 est racine évidente, donc pour tout réel x :

3x°—5x—-2=(x-2)(3x+1).

]

c.Ona:A=25-4x3x7=-59;doncA<Q0.

S=90|
d. Méthode des identités

5 4 , 4 4 2)?
-5x +4x—g:—5x —=Xx+—|=-5(x—=] .

-]

4
Méthode du discriminant Ona: A =16-4 x (=5) x _E) =0, donc A =0, I’équation a une seule

solution :
-4 2
Xop=—=—
" _10 5
Ei
S=<—-}1|
5
O

1.6.4 Signe d’'un trindme

On se propose de déterminer le signe de P(x) = ax* + bx + c en fonction de x. On a vu en .6.3
que lorsque A > 0, on a la factorisation :

P(x)=a(x—x1)(x—xy).

Donc en supposant que x; < x», on en déduit le tableau suivant :

X X1 X2
a signe de a
X—Xx - ( + +
X—X2 - - +
P(x) |signedea ( signede —a signe de a
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2
(x + —) — — | ; donc P est du signe de a.
4a?

Lorsque A <0, d’apres (I.1) : P(x) = a >
a

)

strictement positif
Nous en déduisons le théoréme suivant.

THEOREME 1.6.4

Soit P: x — ax®+ bx + ¢ (avec a # 0) un trindme du second degréet A = b? — 4ac son discriminant.
SiA>0 P(x) est du signe de a a I’extérieur des racines et du signe contraire a I'intérieur.

b
SiA=0 P(x) est du signe de a et s’annule en xy = ~5

a
SiA<O P(x) est du signe de a.

Exercice.6.3.  FEtudier le signe des polynémes suivants.
a.Pi:x— -2x2+3x+4.
b.Pg:xH3x2+3x+4.
5 1
c.P3:x— —-5x“+2x——.

Solution a.Ona: A =9-32=41;doncA >0 etP; adeuxracines:

-3—- V41 -3+ v4l
= Xop = ——.

X e
! —4 _4

On en déduit que le signe de Py est donné par le tableau suivant.

3-—+v4l 3+ v4l
x — —
Py (x) - + -
b.Ona:A=9-48=-39;doncA<0.
P> >0 surlR.

c.Ona:A=4-4=0;doncA =0 etP3 a une seule racine :

-2 2
Xo=——=—.
-10 5

2
P, = 0 surR et P, est s’annule seulement en 5
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1.6.5 Tableau récapitulatif

|P(x)=ax2+bx+c|

A=b?-4dac

signe de A

Calcul du discriminant et
reconnaisance du signe

=b=vA .. _ =b+VA __b :
T X2 = T Xo=—3, Pas de racine dans R

X1 =

Recherche
des racines

=
S
_§ _ _ 2 Pas de factorisation
£ lax—x) (x-x) | a(x - xo) s R
o
®
S
3 ig"o X X1 X x Xo <
B Signe | Signe | Signe Signe | Signe -
= 3 PO ge a + de -a + dea PO dea ¢ dea P(x) | Signe de a
I I
¥ v
a>0 a>0
2a
s X1 x ‘ X2
g ‘
= |
=y [
& f (_ ﬁ) = o p
o —
9 f — ﬁ — g a<0
E ( 2a /TN< 0 Ol 2a
X |
a, |
3 !
= X1 | X2
S o b
2a

1.6.6 Travaux dirigés

I.6.6.a Factorisation d’expressions bicarrées

Les trindmes bicarrés sont les trinomes de la forme P : x — ax* + bx* + c.
L'objectif de ce travail dirigé est de dégagé a travers quelques exemples une méthode générale
permettant de décomposer n'importe quel trindme bicarré en produit de deux facteurs de degré
2.

Partie A — avec le discriminant

Factoriser (lorsque c’est possible) les polynomes suivants en utilisant la méthode du discriminant
(on pourra poser : X = x°).
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1.P1:x*—>2x4+3x2—1.
2.P2:x-—>x4+x2+1.
3.P3:x— 6x' —5x* 6.
4.P4:x— x*+16.
5.P5:x*—>2x4—7x2+6.
6.P6:x*—>2x4—x2+8.

Partie B — sans le discriminant

On constate que certains polyndmes considérés ci-dessus ont un discriminant strictement négatif
et ne sont donc pas factorisables par la méthode du discriminant. On se rappelle alors que cette
méthode découle de la forme canonique que nous avions obtenue en factorisant par le coefficient
dominant puis en considérant les deux premiers termes du facteur de degré 2 comme le début
d’'un carré. L'idée est alors, non pas de considérer les deux premiers termes du facteur de degré 2
comme le début d'un carré, mais de considérer les termes extrémes du facteur de degré 2 comme
les termes extrémes d’un carré.

Factoriser les polyndmes qui ne I'ont pas été dans la partie A.

1.6.6.b Equations en somme et produit

1. Soit P : x — ax®+ bx+c un trindme du second degré dont le discriminant est strictement positif.
Exprimer en fonction de a, b et ¢ la somme et produit des racines.
2. Soit a et f deux nombres dont on connait la somme, s et le produit, p.
Démontrer que « et  sont les racines du polynéme : P : x — x* — sx + p.
3. Un rectangle a pour périmetre 24 et pour aire 35, déterminer ses dimensions.
) . . xX+y=4
4. Résoudre dans R? le systéme suivant : { Xy i/ 1
¥ +y*=25

5. Résoudre dans IR? le systéme suivant : {
xy=-12

1.6.7 Exercices

Le plan est muni d'un repére orthonormé | canonique.

(0;7,7) (unité graphique : 1 cm). 1.6.d. Tracer la courbe & d’équation
1.6.a. Ecrire P : x — x* — 2x + 2 sous forme cano- y= X% —2x+2.

nique. I.6.e. Tracer la courbe &2 d’équation
L6.b. Ecrire Q : x — 4x* — 2x + 2 sous forme ca- | y = —3x* —12x — 4.

nonique.

1.6.c. Ecrire R : x — —5x° + 10x + 2 sous forme

1.7 Applications

I.7.1 Introduction

Sur les schémas sagittaux de la table 1.1 figurent des relations entre un ensemble de départ, &,
et un ensemble d’arrivée, 7.
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TABLE 1.1 — Relations entre deux ensembles.

N —7

—_—

h

<—

—_—

f2

\ <
]
1

©

—_—

f3

<7

J

—_—

fa

j—
|

/5

Une relation univoque est une relation dans laquelle tout élément de I'ensemble de départ a une
image et une seule dans I'’ensemble d’arrivée :
— finest pas univoque car c n’a pas d'image;
- fo n'est pas univoque car c a plusieurs images;
— f3, fa, f5 sont univoques.
Une relation biunivoque est une relation univoque dans laquelle tout élément de ’ensemble d’ar-
q q
rivée a un antécédent et un seul dans I'ensemble de départ :
- fs n’est pas biunivoque car 3 a plusieurs antécédents;;
- fan’est pas univoque car 4 n’a pas d’antécédent ;
- f5 est biunivoque;
- fo n'est pas biunivoque car elle n’est pas univoque.

DEFINITIONS 1.7.1
1) Une application est une relation univoque entre un ensemble de départ et un ensemble

d’arrivée.
(2) Une bijection est une relation biunivoque entre un ensemble de départ et un ensemble
d’arrivée.

Notations et vocabulaire
1. Pour définir une application f de & vers 27, on peut écrire :

f:9— .
x—f(x)

Par exemple, 'application, f, de [1;2] vers R définie par, f(x) = 2x — 3, pourra étre notée :

f:11;2l— R
x —2x-3

2. Le graphe d’une relation est 'ensemble des couples de 9 X <f dont les éléments sont en rela-
tion. Par exemple, le graphe de fi est:{(a;1);(b; 1)}.
Plus généralement, le graphe d’une application, f, est 'ensemble : {(x;y) € X 427| y=f}.
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Par exemple, le graphe de fi est: {(a;2);(b;1);(c;3);(d;3)}.

3. Lorsqu’une application, f, est une bijection, on dit aussi que f est bijective.

4. Si f est bijective et si y est un élément de <7, I'antécédent de y par f est noté f~1(y).

On a alors : V(x;y)e IX y=fx) <= x=f1ly.

5. On définit ainsi la bijection réciproque de f, notée f ', qui est une bijection de .<7 vers 9.

6. Pour tout ensemble, &, I'application identique de &, notéeld ¢, est 'application qui a tout élé-
ment de & associe lui-méme

D’apres les définitions 1.7.1 une application est déterminée par son ensemble de départ, son en-
semble d’arrivée et son graphe; on en déduit le théoreme suivant.

THEOREME L.7.1
Deux applications sont égales si, et seulement si :
— elles ontle méme ensemble de départ;
— elles ont le méme ensemble d’arrivée ;
— chaque élément de 'ensemble de départ a la méme image par les deux applications.

Remarque Si f est une application d’'un ensemble & vers un ensemble .7 et g est une application
de .7 vers un ensemble Y, alors g o f est une application de & vers Y

THEOREME 1.7.2
Soit f une application d'un ensemble & dans un ensemble 7.

1 Si f est bijective, alors: f o f = Idg et fofl= Id .
(2) S'il existe une application g de 27 vers & telle que, fog =1d et go f = Idg, alors : f est
bijective et sa bijection réciproque est g.

Démonstration (1) Les applications fo f~! et ld ,yont le méme ensemble de départ et d’arrivée, .

Il ne reste qu’'a démontrer que chaque élément de I'ensemble de départ a la méme image par les deux applications.

Soit x un élément de & désignons par y son image par f, onadonc: x = f~1(y).

Ainsi: (f o f) () =f(f®)=f"(y)=x=Idgy(x). Donc: f o f=1dy.

Les applications fo f~! et Id ;yont le méme ensemble de départ et d’arrivée, .

Soit y un élément de .%7 désignons par x son antécédent par f, onadonc: y= f(x) et x = f~1(3).

Ainsi: (fof YW =f(f'W)=f @) =y=IdAy).Donc: fof ' =1d.

2) Pour démontrer que f est bijective, il suffit de montrer que tout élément de .27'a un unique antécédent par f.

existence Tout élément, y, de .27a pour antécédent : g(y). En effet: f(g(y)) = fog(y)=1d SV =Y.

unicité Soit x et x’ deux antécédents d'un élément, y, de /. Démontrons que: x = x'.
Ona:x=Idg(x)=gof(x)=g(f(x) =gy = g(f(x’)) = gof(x’) = Id@(x’) =x

Démontrons que g est la bijection réciproque de f. Les application g et ! ont le méme ensemble de départ, .7, et

le méme ensemble d’arrivée, Z. Soit y € /. Posons: x= f1(y).Ona: f () =x= Idg(x)=go f(x)=g(f(x) =g).

Donc: fl=g.0

Pour démontrer 'unicité d’un objet vérifiant une propriété, il suffit de considérer deux objets vérifiant la propriété et de

démontrer qu’ils sont identiques.

I.7.2 Image, image réciproque d'un ensemble

Soit D un sous-ensemble de Z. Limage de D par une application, f, est]’ensemble des images
des éléments de D. Cet ensemble est noté : f(D).

fD)={f(x) | xeD}
Exemple En reprenant les applications de table 1.1, il vient : f3 ({b;c}) = {1;3}

Soit A un sous-ensemble de .27, L'image de réciproque de A par une application, f, est ’ensemble
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des antécédents des éléments de A. Cet ensemble est noté : f “La).
A ={xeZ|fx) eA}

Exemple En reprenant les applications de la table I.1, il vient : f; * ({1;3}) ={b; c;d}

Remarque D’apres les deux exemples précédents, lorsque f n’est pas bijective, les ensembles D
etf ~I f (D)) ne sont pas forcément égaux.

I.7.3 Cas oules ensembles de départ et d’arrivée sont des intervalles

Dans ce paragraphe I et ] désignent deux intervalles de R, f désigne une application de I vers ]
et %ﬂf désigne la représentation graphique de f. Le graphe de f est donc 'ensemble des coordon-
nées des points de G .

Dans I'hypotheése ou f est bijective, désignons par (gf—l la représentation graphique de f~!. Pour
tout point M(a; b) on désigne par M’ le symétrique de M par rapport a la premiére bissectrice. M’
est donc, d’apres 1.8.2, le point de coordonnées (b;a). On a:

ME%f — b=fla) = a=f'h <= M/E(gf—l.

On en déduit que les courbes %ﬂf et Cff-l sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice.

Exemple L'application cos de R vers R n’est pas bijective car le nombre 1 a plusieurs antécédents
(tous les multiples de 21). Cependant, si on restreint cos a l'intervalle [0; 7], on a le tableau de
variation suivant.

X 0 T

cos(x) \

Ce tableau suggeére et nous admettons que 'application, f:[0;n]—[-1;1]
X ——cos(x)
est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction Arc cosinus, notée Arc cos, c’est une bijec-

tion de [-1;1] dans [0; t]. Sa courbe représentative se déduit de celle de la fonction cosinus par la
réflexion d’axe A.

-1

Exercicel.7.1. On considére 'application :
f: R\{-1} — TR\{2}.
2x
x+1

X —
1. Vérifier que I'application f est bien définie.

2. Démontrer que f est bijective et déterminer sa réciproque.
Solution 1. Pour vérifier que f est bien définie, il suffit de vérifier que : Vx € R\ {-1} f(x) e R\{2};

c’est-a-dire que I'équation : f(x) = 2; n’a pas de solution dans R\ {—1}. Résolvons cette équation
dans cet ensemble.

2x
xX)=2 < —=2
f® x+1
— 2x=2x+2 carx # —1

— 0=2
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FIGURE 1.7 — Représentations graphiques de fonctions cosinus et Arc cosinus.
n

AN
~

7 g %:OS

‘ L’application f est bien définie.

2.Soitxe R\{-1}etye R\{2}.0Ona:

) e 2x
= X —_—
Y x+1 Y
— 2x=yx+y carx # —1
— x2-y)=y
— x= ﬁ cary #2
On en déduit que y a un antécédent unique : ZL
-y

[ est bijective et sa réciproque est

fl: R\{2} — R\{-1}.
X

X —_—

-x+2

1.7.4 Exercices

I.7.a. Déterminer la bijection réciproque de, f : | I.7.c. On considere I'application:

x— 3x+2deR dans R.

I.7.b. Déterminer la bijection réciproque de, Jr R\=2) — g{x\fi '
f:x— -5x+4deR dans R. X T 12

1. Vérifier que f est bien définie.
2. Démontrer que f est bijective et déterminer
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sa réciproque.
1.7.d. On considere I'application, f: x— x°, de
R vers R*. Est-elle bijective ? justifier.
I.7.e. On considére I'application, f : x — —x?,
de R* vers R™. Démontrer que f est bijective et
déterminer sa réciproque.
I.7.f. On admet que la fonction sinus réalise
o T T .
une bijection de [_E'E] dans [-1;1]. La bi-
jection réciproque est appelée Arc sinus et no-
tée Arcsin. Dresser le tableau de variation de
Arcsin, puis tracer sur un méme graphique les
représentations graphiques de sin et Arcsin.
1.7.g. % On considere l'application, f : x —
X+ Vx2+1,deRvers Rt .

1. Vérifier que pour tout réel, x: f(x) > 0.

2. Démontrer que f est bijective et déterminer
sa réciproque.

I.7.h. x f est une bijection strictement crois-
sante de R dans un intervalle I.

Déterminer le sens de variation de f!.

I.7.i. x f est une bijection strictement décrois-
sante de R dans un intervalle I.
Déterminer le sens de variation de f~1.

L.7.j. x f est une application d'un ensemble &

vers un ensemble .27 et g est une application de
a/ vers 9 telle que : fog =1d,. g est-elle la
bijection réciproque de f ? il conviendra de jus-
tifier la réponse par une démonstration ou par
un contre-exemple.

I.7.k. x f est une application d’'un ensemble
9 vers un ensemble .27 et g est une application
de @/ vers Ptelle que: go f =1dy. g est-ellela
bijection réciproque de f ? il conviendra de jus-
tifier la réponse par une démonstration ou par
un contre-exemple.

L.7.1. f est une bijection d'un ensemble & vers
un ensemble .27 et g est une application de .2/
vers Ytelleque: fog=1d o~ Démontrer que g
est la bijection réciproque de f.

I.7.m. f estune bijection d'un ensemble ¥ vers
un ensemble .%7 et g est une application de .2/
vers Ytelle que: go f =1d . Démontrer que g
est-elle la bijection réciproque de f.

I.7.n. f est une bijection d’'un ensemble & vers
un ensemble .7 et g est une bijection de .#
vers un ensemble ¢. Démontrer que go f est
une bijection de &’ dans ¥ et déterminer une ex-
pression de la bijection réciproque de go f en
fonctionde f~' et g7 1.

1.8 Expressions analytiques de quelques transformations

Pour chaque transformation, ¢, étudiée, M’ (x', y' ) désignera I'image de M(x, y). Lexpression
analytique de f est 'expression de x’ et ' en fonction de x et y.

1.8.1 Expression analytique d’'une translation

Désignons par ¢ la translation de vecteur 7 (

a
b

). On a pour tout point M(x, y) d'image M'(x/, ') :

MM’ = 7.

On en déduit en introduisant I’origine O par lar la relation de Chasles::

OM' =OM + 7.

On sait que deux vecteurs sont égaux si, et seulement si, ils ont les mémes coordonnées on en

déduit 'expression analytique de ¢ :

y=y+b °

{ X'=x+a
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FIGURE 1.8 — Translaton de vecteur .

y/ _________ R M’
M@
J | |

| |

| |
oli7 * x

I.8.2 Expression analytique de la symétrie par rapport a la premiere bissec-
trice

On suppose ici que le repeére (O;7,]) est orthonormé. A désigne la droite d’équation: y = x. A
est I'une des bissectrices des axes Ox et Oy. On dit que c’est la premieére bissectrice. La seconde
bissectrice a pour équation: y = x.

FIGURE 1.9 — Symétrie par rapport a la premiere bissectrice.

QO, )} -- _Nf(’f’ 2
|
P'0,x)}---- i ______ IM’(X', ¥)
7 i i
3 PO QU,0)

Désignons par sp la symétrie d’axe A. sy transforme Oxen Oy et Oy en Ox. Désignons par P et Q les
projetés othogonaux respectifs de M sur Ox et Oy, ils ont respectivement pour coordonnées (x, 0)
et (0, y). Le quadrilatere OPMQ a trois angles droits (en O, P et Q), c’est donc un rectangle. sy est
une isométrie elle conserve donc les distances et I'orthogonalité. En particulier elle transformera
le rectangle OPMQ en un rectangle OP'M'Q’. P est sur Ox donc P’ est sur Oy, de plus OP’ = OP,
donc P’ a pour coordonnées (0, x). De méme Q' a pour coordonnées (y,0). P’ et Q" sont les projetés
orthogonaux de M’ sur les axes de coordonnées, on en déduit I'expression analytique de sy :

=y
y=x

I.8.3 Quelques expressions analytiques

Plus généralement, un graphique adapté permet de retrouver les expressions analytiques sui-
vantes :

1.8.4 Exercice résolu
Exercicel.8.1. Le plan est muni d’'un repére orthonormé (0; 3, j ). On désigne par par &’ la parabole d’équa-
tion, y = x%, et par &' son image par la translation, t, de vecteur ¥ (i) .

Déterminer une équation de &',
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Transformation M a pour image M’ ‘ Expresion analytique ‘
yl ________ M’
v b7
g 4]: : X'=x+a
Translation de vecteur T | | { /
_a >l L, y=y+b
U ( b ol7 X X
MM' =7
QoY
’_
Symétrie par rapport a P'(0, %) M'(x', y) { x, _ i
la premiére bissectrice 7 y
P(x,00Q(y,0)
M(x,y) M,y
o I X' =2a-x
Symétrie par rapport a 7 | : { I
la droite d’équation : : y=y
_ Ta+haga—nh
Xx=a ol1? X a 2a-x
) M'(x', y")
. A I PN X' =2a-x
Symétrie de centre b —- %7 { I —op_
Q(a,b) v P yeey
o id+haa-nh
X 2a-x
y|H kKHM M
M I X' =kx
Affinité orthogonale i : : { ' :
d’axe Oy et de rapport K * _k'fc y=y
k HM' = kHM

TABLE 1.2 — Quelques expressions analytiques.

Solution La translation a pour expression analytique :

X =x+2
y=y+3

Pour tout point M(x, y) du plan d’image M'(x, y') par la trans lation, on a :

M' e P’

—

' a donc pour équation :

1.8.5 Exercices

Me Y

y=x* =  y-3=(x'-2)°

y=(x-2)>+3|

—

Dans toute cette série, le plan est muni d'un re- | I.8.a. Donner une expression analytique de la
pere orthonormé (O;7, 7).
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-2 itd ’ —
translation de vecteur 17( 5 ) finité orthogonale d’axe Ox et de rapport —2.

1.8.e. On désigne par par & la parabole d’équa-
L.8.b. Donner une expression analytique de la | tjon, y = x?, et par 22’ son image par la syméty-
réflexion d’axe d’équation : x = 3. rie, s, de centre A(—1;—2).

L.8.c. Donner une expression analytique de la | Déterminer une équation de &',

symétrie de centre A(—2;3).

I.8.d. Donner une expression analytique de I’af-

1.9 Fonctions associées

Dans toute cette section, u désigne une fonction de référence, c’est-a-dire une fonction que
I'on supposera bien connue, %, désignera sa représentation graphique, f désignera une fonction
définie a partir de u (par exemple par f(x) = u(x+3) —4) et Cff désignera la représentation gra-
phique de f.

Le but de cette section est de dégager un procédé permettant, sans calcul, de tracer %ﬂf connais-
sant 6.

I.9.1 Principaux cas

Les principaux cas d’associations de fonctions sont regroupés dans le tableau I.3. Pour retrou-
ver aisément, a partir de I’expression de f(x), '’expression analytique de 'application du plan dans
lui-méme par laquelle Cff est'image de G, ; il suffit de choisir un point M(x, y) sur %, et de consi-
dérer son image M, y' ). Dans le cas ou f est définie par: f(x) = u(x—a)+ b;les coordonnées de
M’ vérifieront : y

V' = f(x") = ux' - a)+b;
—— 7

X
d’ou I'on tire 'expression analytique recherchée.

Remarques

1. Les deux premiers cas sont des cas particuliers du troisiéme.

2. Dans les deux derniers cas I’application du plan dans lui-méme employée n’est pas une trans-
formation car elle n’est bijective '. En effet les points au-dessous de I’axe Ox n’ont pas d’antécédent
et les points au-dessus de I'axe des abscisses ont deux antécédents : eux-méme et leur symétrique
par rapport a I'axe des abscisses.

1.9.2 Quelques courbes de référence

En 6¢, il convient de savoir représenter graphiquement une fonction affine (ce qui a été dans les
classes précédentes) et tracer I'allure des représentations graphiques des fonctions suivantes, dont

les courbes dans un repére orthonormé direct sont données dans la table 1.4 : x — X2 x— x3;

1 )
X— —; X— V/X; X— sinx; x — cos x.
X

On entend ici par allure, un tracé qui respecte les contraintes suivantes : points ol la tangente est
horizontale; points d’inflexions *; éléments de symétries ; autre particularités graphiques.

1. Une bijection d’'un ensemble E dans un ensemble F est une application de E vers F telle que tout élément de F a
un antécédent et un seul.
2. Un point d’inflexion est un point o1 la courbe traverse sa tangente.
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TABLE 1.3 — Courbes de quelques fonctions associées.

. . Expresion )
Expresion de f(x) %, apour image %f analytique Transformation
7 G,
al f r
(x) =u(x—a) 7 ;o Translation de
; G ;c/ - ;c/+ a 1 d
vecteur ai
ovi 7/ N > —
b x=x
fX)=ux)+b = %f p Translation de
U AL y=y+b vecteur bj
oVi N —
ai+ bi, )
g E X=x+a Translation de
f)=ulx-a)+b i V=y+b vecteur ai + b
oVi N —
- %u
J x=x P
fx) = —u(x) 5 { Y =—y Réflexion d’axe Ox
Cgf
1 .
& == Affinité orthogonale
f(x) = ulax) it & , a d’axe Oy et de
y=Yy 1
t —_
ovi N e — rapport —
©, & xX=x
() = lu(x)| =4 f {
oVi N —
Cr >
f@) = u(x) /\j y

Les applications x —

x et x— x* de R* dans lui-méme sont des bijections réciproques I'une

de l'autre. On en déduit que la et l'intersection de &2 avec le premier quadrant sont symé-

triques par rapport a la premiére bissectrice. On sait que & est une parabole de sommet O et

d’axe Oy, Ox est donc tangenten O a . On en déduit que A est arc de parabole de sommet O,

d’axe Ox présentant une demi-tangente verticale en O.

La courbe .77 est une hyperbole équilatére® dont les asymptotes sont les axes de coordonnées,
elle a un centre de symétrie, 1'origine, et deux axes de symétrie, les deux bissectrices de axes de
coordonnées. La courbe .77 coupe la premiére bissectrice perpendiculairement.

Les représentations graphiques des fonctions cosinus et sinus sont des sinusoides dont les points

3. Une hyperbole équilatére est une hyperbole dont les asymptotes sont perpendiculaires.




34 I. GENERALITES SUR LES FONCTIONS

TABLE 1.4 — Courbes de référence.

5 3 6
A:y=x \
4 4 2 Hls
Piy=¥ Ty =—
3\ / 1 1 X4
_]_ T — l
2 - 0 b = 3 3
— /
/
1 P y=x) 1 2
1 1
1 J
1 C s 1

SIS
-\

'6-2-1012

d’inflexions sont les points d’intersection avec I’axe des abscisses. En ces points la tangente a la
courbe a pour coefficient directeur —1 ou 1. Le maximum de ces fonctions est 1 et le minimum,
—1.

1.9.3 Exercices résolus

Exercice I.9.1. Le plan est muni d’un repére othonormé (0;7,j ) (unité graphique : 1 cm).
2x+1

x+1°
1. Donner I'ensemble de définition, Dy, de f et démontrer que pour tout élément, x, de cet ensemble :

On se propose de tracer la courbe .7¢ représentant graphiquement la fonction f : x —

1
f(x)=2——x+1- 1.3)

2. Déduire de (1.3) que .7/ est 'image par une transformation simple d’une courbe connue et tracer 7.
Solution

1. Dy =R\ {-1}],
Pour tout x € Dy :

1 _2(x+1)—1_2x+2—1_2x+1
x+1 x+1 T ox+1 x+1

=f(x)|

2. D’apres (1.3) :

1 - [—1
¢ est Pimage de la courbe d’équation : y = —— ; par la translation, t, de vecteur : ¥ ( 2 )
x

Introduisons I'image A de l'origine, O, par t. 7 est la représentation graphique de la fonction

1
X - dans Ie repere (A;7,7). On en déduit la courbe de la figure 1.10. O
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FIGURE 1.10 — Repésentation graphique de f (exercices [.9.1. et 1.9.2.).

~i

ExerciceI.9.2. Le plan est muni d’un repére orthonormé (0;7, j) (unité graphique : 1 cm).
2x+1

Représenter graphiquement la fonction f : x — 3
x
Solution L'ensemble de définitionde f estDy =R\ {-1}.Ona:

2x+1 | x+1
-11|2

2(x+1)—1_ 1
x+1 T ox+1

Donc pour tout x € Dy :

flx) = +2.

On en déduit que la courbe représentative de f, Cff, est I'image de I’hyperbole .7 d’équation :

1 —
y= 2 ; par la translation de vecteur v ( 21). On en déduit le graphique de la figure 1.10. O

Pour représenter graphiquement une fonction homographique, on peut transformer son écriture en utilisant une division de
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fonctions affines puis en déduire la courbe par un argument de fonctions associées.

Exercice 1.9.3. Conjecturer des fonctions f, f», f3 dont les représentations graphiques respectives sont 61, 6>,
C3.
5 FIGHRE L.11 — Courbes de I'exercice [.9.3..

¢\ ©1
1 1 7 0 o) ‘.’;
j | j )/
0—513 0513 l 1
-1 1 -2

-1 0 1 2 3 41 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4
Solution Introduisons le point A(2;3).

1
Dans le repére (A;7,7), €1 semble avoir pour équation : Y = ~X On propose donc la fonction f;

définie par :

2
Dans le repére (A;7,7), > semble avoir pour équation : Y = 3 On propose donc la fonction f,

définie par :

1
Dans le repére (A;7, ), €3 semble avoir pour équation : Y = —EXZ. On propose donc la fonction f3

définie par :
1 2 1 2
falx)=—=(x-2)"+3=—=x"+2x+1.
2 2
O
. o < N . —x—2
Exercice 1.9.4. m désigne un nombre réel. On considére les fonctions f,, : x — mx+5m+3 eth:x — T3
x

ainsi que leurs représentations graphiques respectives 7, et 7.
1. Déterminer, suivant les valeurs de m, le nombre de points d’intersection des courbes D et FE
2. Démontrer que les droites &/,, concourent en un point A dont il conviendra de préciser les coordonnées.

3. Le plan est muni d’'un repére orthonormé (0;7, j ) (unité graphique: 1 cm).
Tracer,%’f D_4, D1 et Y.
Solution 1. Pour tout réel m, les abscisses des points d’intersection des courbes D, et Fsont
les solutions de I'équation :
Jm(x) = h(x) (Em)

dont I'ensemble de validité est R \ {—3}.
Les courbes 9,, et 7 ont autant de points d’intersection que (E,,) a de solutions.

-x-2
(En) — mx+5sm+3=
, x+3
— mx“+3mx+omx+15m+3x+9=-x-2
— mx*+@8m+4)x+15m+11=0.
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(Eo) n’est pas une équation du second degré et :

11
(Eo) — 4x+11=0 — x:—z.
Donc, pour m =0, (E,;,) n’a qu'une solution et donc Fet 9, n'ont qu’un point d’intersection.
Pour m # 0, (E,;) est une équation du second degré et le nombre de ses solutions est déterminé
par le signe de son discriminant :

Am=Bm+4)*—4m(15m+11)=4(@dm+2)*—15m*—11m) =4(m* +5m +4).

-5-3
A est du signe de (m* +5m+4). A=25-4x4=9, donc A, a deux racines : mj = ——= —4 et

-5+3
m = =-1.

2
On en déduit le signe de A, suivant les valeurs de m :

m -4 -1 0
A |+ 0 - 0 + || +

D’oui 'on tire que :

— pourme {—4;-1;0}, et 9D Wont qu’un point d’intersection ;
— pour me€] - 4;-1[, 7et 9, Wont pas de point d’intersection ;
— pour m €] —oo; —4[U] — 1;0[U]0; +ool, 7 et ¥, ont deux points d’intersection.

Un point A(x, y) appartient a toutes les droites 9, si, et seulement si pour toutme R : y = mx +
5m+3.0r:
y=mx+5m+3 — (x+5)m+3—-y=0.

On cherche donc x et y pour que le polynéme en m : (x +5)m + 3 — y; soit le polynome nul. Cette
condition est réalisée uniquement lorsque :

C’est-a-dire lorsque : (x;y) = (=5;3).

Les droites &, concourent en A(-5;3)

2. D4, D, et Dy sont les droites d’équations respectives : y = —4x— 17, y=—x—2 et y = 3.

-x-2 —-x-3+1 1
= =1+ . Donc .7 est I'image de
x+3 x+3 x+3

De plus, pour tout x € Dy, on a : h(x) =

1

I'hyperbole d’équation y = — par la translation de vecteur —37 + j. On déduit de cette étude la
X

figurel.12.0

ExerciceI.9.5. Le plan est muni d’un repére orthonormé (0;7, j) (unité graphique : 1 cm).

1
On consideére les fonctions f : x — 2x+3 eth:x — ~
x
et 7.
Déterminer algébriquement la position relative des courbes 9 et .7/ puis tracer ces deux courbes.

Solution La position relative des courbes & et .7 est déterminée par le signe de la fonction f — h
dont 'ensemble de définition est : R \ {—3}. Pour tout réel x :

3 ainsi que leurs représentations graphiques respectives 7

1 (2x+3)(x+3)-1 2x*+9x+8
+3 x+3 - x+3

(f—h)(x):2x+3—x
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FIGURE 1.12 — Représentation graphique de f (exercices 1.9.4.).

Do

A | €

\
\ \
\

;@

-

\
\
\ 7
\\

Calculons le discriminant du numérateur: A =81 -4 x 16 =17.
Donc le numérateur a deux racines :

-9- 17

-9+ v17
X=——— et Xp=—.
4 4
On en déduit le signede f — h :
-9-v17 -9+ V17
x v -3 =TV
2x° +9x+8 + + +
x+3 - 0 + +
(f-h® + | ¥
D’oti I'on tire que :
-9-+v17 -9+ V17
- 9 et .7se coupent aux points d’abscisse et .
-9- V17 -9+ V17
- pourxe T;—?) U|—————;+00|, Y est au-dessus de .7¢;
-9-v17 -9+ V17
- pourxe —oo;T U 3;T , D est au-dessous de 7.

1
De plus .7 est I'image de I'hyperbole d’équation y = p par la translation de vecteur —37. On déduit
de cette étude la figure 1.13. O
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FIGURE 1.13 — Représentation graphique de f (exercice 1.9.5.).

|

l
\
\
\

1.9.4 Exercices

1.9.a. Tracer la courbe d’équation : y = x* 1.

I.9.b. Tracer la courbe d’équation :
y=(x- 2)? 3.

I.9.c. Tracer la courbe d’équation: y =

2
I.9.d. Tracer la courbe d’équation: y = —— —1.

I.9.e. Tracer la courbe d’équation: y = —.
I.9.f. Tracer la courbe d’équation :

* 43 .
= —+3x+—.
y 2

2

2

x+3
2x

x+3
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Chapitre 11

Logarithmes

II.1 Une premiere approche

I1.1.1 Activité introductive

Calculer 2 1072 pres : 2™,

Plus généralement, on admet que pour tout nombre réel, x, le nombre réel, 2*, est défini. La fonc-
tion ainsi définie, x — 2%, est appelée exponentielle de base 2.

Visualiser sur I’écran de la calculatrice la représentation graphique de I'’exponentielle de base 2.
Dresser le tableau de variation de cette fonction.

Que suggere ce tableau du point de vue de la bijectivité ?

La bijection réciproque de x — 2* est appelée logarithme de base 2 et est notée log,.

Préciser les ensembles de départ et d’arrivée de log,, puis tracer sur un méme graphique (unité :
1 cm) la premiere bissectrice, ainsi que les représentations graphiques des fonctions exponentielle
et logarithme de base 2.

Dresser le tableau de variation de log,.

I1.1.2 Définitions

Plus généralement, on a les définitions suivantes.

DEFINITIONS II.1.1

Soita€ |0;1[U]1;+o0].

(1) Lexponentielle de base a est'application de R vers R™*, x — a*.

(2) Le logarithme de base a est la bijection réciproque de ’exponentielle de base a.

Notations et vocabulaire

1. Lelogarithme de base a est notélog,,.

2. Lelogarithme de base 10 est appelé logarithme décimal, on le note log plutét que log,,.
3. Limage d’un réel strictement positif, x, parlog, peut étre notée, log,(x) oulog,, x.

Pourtout xe R** ettout ye R,onadonc: y=log,x <= x=a’; a'%«=x;
log, (@) = y.
Exemples

1. log(10°) =3,log,64 =6, log, 64 =3 etlog; 81 = 4.

1 5 1
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42 I1. Logarithmes

Remarque On peut calculer le logarithme décimal d'un nombre en utilisant la touchellog d’une
calculatrice scientifique. En utilisant la touchell0g d’'une TI N spire, on calcule un logarithme en
base a.

Exemple log5=0,69---;log,3=1,584---.

ExercicelIl.1.1. Résoudre : 2" = m.
Solution Ona:

2'=n1 < x=log,n

S ={log, n} |
Avec:log,m=1,651--- 0
I1.1.3 Exercices
IL.1.a. Simplifier : log, 4 ; log; 125 ; log; 81. vants sous la forme d’un logarithme : z = a";
b. _
ILLb. Simplifier : logl; logl000000;|u=Db";3s=r";d"= g
log0,00000001. II.1.e. Déterminer x dans chacun des cas sui-
II.1.c. Déterminer x et arrondir, le cas échéant, | vants:
le résultat a deux décimales. x=log,1;x=log,a;

1 1
3x10x:2;3x10x—5:0;Ex103x:4;10”1:7 x =log, \/E;x:loga(—);logx:?);loggx:1;
a

II.1.d. Ecrire les exposants des nombres sui- log, x = E;loga(fix) =2.

II.2 Propriétés et applications

II.2.1 Propriétés

Lactivité introductive suggere le théoreme suivant, qui est admis.

THEOREME I1.2.1
Pour tout nombre réel, a, tel que a > 1, les fonctions exponentielle et logarithme de base a sont

strictement croissantes sur leur ensemble de définition.

Le théoreme suivant est également admis.
THEOREME II.2.2

Pour tous nombres réels a > 0 et @’ > 0 et tous nombres réels bet b’ :
M 1P =1;
b ;
a _ b
@) alal = g+t . == abv . (ab) =o'
a
b b
nNb_ b /b,a__(ﬁ)
(3) (ad')” =a’a 5 =)

La propriété de (2) de ce théoréme signifie que les exponentielles transforment les sommes en pro-
duits.
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I1.2. Propriétés et applications 43

THEOREME II.2.3
Pour tous nombres réels strictement positifs a, b et b’ (a # 1) et tout nombre réel o :

(D log,1=0;
2 log,(bb')=log, (b)+log,(b');
1 b
3) loga(g) :—logab;loga(y) =log,b-log,b';
4) log, (b*) = alog, b.

Démonstration (1) ona, a = 1,donc:log,1=0;
(2) ona:log,(bb')=log, (al‘)ga b a1 b’) =log, (al(’gﬂ b+log, bl) =log,b+log,b'.

1 1 1
(3) ona,log,b+log, 3= log,, (b x 1_7) =log,1=0, donc:log, (5) =-log,b;

log, (5) =log, (b x %) =log, b+log, (%) =log,b-log,b’;

(4) ona:log,(b%) =log, ((alogﬂ b)a) =log, (ao‘logﬂ h) =alog, b.O

La propriété (2) de ce théoréme signifie que les logarithmes transforment les produits en sommes.
Exemple log, 648 = log, (2° x 3*) = log, (2°) +log, (3") =3 + 4log, 3.

Dans I'exemple ci-dessus, on sait que, log, 648 = 3 + 4log, 3, mais on ne connait aucune valeur ap-
prochée de ce nombre si on ne dispose pas d'une calculatrice munie des logarithmes de base a.
Le théoréme suivant pallie a ce probléme.

THEOREME 11.2.4 LOI DE CHANGEMENT DE BASE i
0g, X

Pour tous nombres réels strictement positifs a, @’ et x (aveca# leta #1): log, x =

log,a’

log x 1 —1 nlog, ﬁ
Démonstration % =log, (xloga’ ) =log, ((a/logarx) logg a ) = log, (((alog“a ) 0g x)l g ) = log, (alogg/x) =log, x.

a

Od
En particulier, pour a = 10, il vient : log , x = logx
P P Y 0B X loga'
log648 2,811---
Exemple log, 648 = = =9,339..--,

log2 ~ 0,301---

I1.2.2 Applications

II.2.2.a Nombres de chiffres d'un nombre écrit dans le systeme décimal

Choisissons un nombre 2 4 chiffres, par exemple, 4567. On a : 10° < 4567 < 10*. D’apres le théo-
reme 11.2.1 la fonction log est strictement croissante sur R**, on en déduit que : 3 <1og4567 < 4.
Plus généralement, si x est entier qui s’écrit avec 7 chiffres dans le systeme de numération décimal
alors,
10"! < x < 10", d’oi1 'on tire que : n— 1 <logx < n. On en déduit le théoréme ci-dessous.
THEOREME II.2.5
Pour tout nombre entier naturel non nul, x, le nombre de chiffres avec lequel s’écrit x dans le
systéme de numération décimal est, [logx| + 1, ou |logx| désigne la partie entiere du logarithme
décimal de x.

Remarque De méme, le nombre de chiffres avec lequel s’écrit x dans le systeme de numération
en base a ol a est un entier supérieur ou égal a 2 est : |log, x| +1
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Exercicell.2.1.  Avec combien de chiffres le nombre 20112°12, s’écrit-il dans le systéme de numération décimal ?

Solution D’aprés le théoréme I1.2.5, le nombre cherché est : [log2011%°'%| +1 = [201210g2011] +
1=66470

Exercice I1.2.2. Combien faut-il d’octets pour coder le nombre 2011%°'2 2

Solution Les octets codent les nombres de 0 a 255, donc coder les entiers en octets revient a les
écrire en base 256 ot chaque octet représente un chiffre. Le nombre d’octets cherché est donc :
|10g,55 2011212 | + 1 = |201210g,55 2011 ] +1=2560 O

II.2.2.b pH d’'une solution chimique

Cette notion, du latin « potentia Hydrogenii » (force de ’hydrogéne) a
été introduite en 19og par Peter Lauritz Soerensen ' pour caractériser
'acidité d'une solution par un nombre simple. Comme la concentra-
tion des ions H* (remplacés par H30* dans la théorie de Broensted-
Lowry de 1923), généralement trés faible, s'exprime par une puis-
sance négative de 10, Soerensen proposa de caractériser I'acidité
d’une solution par la valeur opposée du logarithme décimal de la
concentration en H*. Dans le contexte de la théorie de Broensted-
Lowry, on définit pour les solutions diluées pH = —log[H30+] et de
facon analogue pOH = —log[OH™]. A partir de I'équilibre d’autopro-
tolyse de 'eau, on déduit le produit ionique de I'’eau, valable pour
toute solution aqueuse : [H30*| [OH"] = 10" mol?/1? (425°C) d’ou
'on déduit : pH+pOH = 14 (2 25 °C). Il en résulte que :

— dansl’eau pure, H30" et OH™ sont produits en nombre égal, donc
[H30%] =[OH ] =10""mol-1"}, dot1: pH=pOH =7;
— dansune solution acide, I'acide dissous fournit un excés de H30*, donc [H30™] > 10~/ mol 17,
doupH<7et[OH ] < 10~" mol-1"!, d’'ox pOH>7;
— dans une solution basique, la base dissoute neutralise des H30™ fournis par 1'eau, donc
[H30%] <107 mol-1"}, dottpH>7 et [OH ] > 10~" mol-1"!, d’ot1 pOH < 7.
Léchelle pratique des pH est limitée par des concentrations maximales de 1 mol-1"! en H30™ ou
OH™ et s'étend donc de 0 a 14 (a 25 °C). Des valeurs négatives ou supérieures a 14 sont toutefois
envisageables pour des concentrations plus élevées.

TABLE II.1 — Tableau récapitulatif.

neutralité

domaine acide domaine basique

I\IT\IIIIIIIII:
01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14

acidité croissante basicité croissante
= >

Extraitde http://www.al.lu/chemistry/stuffl/EX1/notions/ph.htm

Remarque La propriété du logarithme décimal évoquée dans la démonstration (log(107) = p)
conduit a I'observation suivante : une concentration dix fois plus forte en acide (respectivement
en base) conduit a un pH inférieur d’'une unité et un pOH supérieur d’une unité (respectivement

1. SORENSEN Seren Peter Lauritz chimiste danois 1868-1939.
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un pH supérieur d’'une unité et un pOH inférieur d’'une unité).

I1.2.2.c Le décibel

Le décibel (symbole : dB) est un dixieme de bel (symbole : B). Le bel est une unité de mesure
logarithmique du rapport entre deux puissances, connue notamment pour exprimer la puissance
du son. Cette grandeur sans dimension n’appartient pas au systeme international de mesures. Le

P
gain en bel est le nombre : log (P—l .

0
Par exemple si un amplificateur double une puissance, le gain est : log2 B.

Or,log2=0,301---, on adonc un gain de 3 dB.

Pour en savoir plus, voir : http ://fr.wikipedia.org/wiki/Décibel

I1.2.3 Exercices

II.2.a. Calculer sans calculatrice :
logg32;1og,5125.

I1.2.b. Exprimer, log(10!), comme combinaison
linéaire a coefficients entiers de logarithmes dé-
cimaux de nombres premiers.

log,343;

I1.2.c. Tracer sur un méme écran, les courbes
représentatives des fonctions exponentielles de

1
base 2 et > Que remarque-t'on ? expliquer.

I1.2.d. Tracer sur un méme écran, les courbes re-

présentatives des fonctions logarithmes de base
1

2et X Que remarque-t’on ? expliquer.

II.2.e. 1. Pour chacune des fonctions suivantes,
préciser son ensemble de définition, I’ensemble
de ses valeurs et sa fonction réciproque.

a. filx)=a"
b. fo(x)=2-a*
c. fi(x)=a*3

1
d. fi(x) = Eaz_x

2. Pour chacun des cas ci-dessus, tracer la
courbe représentative correspondant a a = 2
ainsi que celle de la fonction réciproque. Véri-
fier les propositions faites en 1).

I1.2.f. On considére la fonction, f: x—— log,, x,
et Cgf sa représentation graphique. Déterminer
a.

1
a. Sachant que Cgf passe par P (2 ; 5)

b. Sachant que Cgf passe par P (0,64;2).
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Chapitre I1I

Suites numériques

III.1 Définitions

III.1.1 Introduction

DEFINITION II1.1.1 SUITE NUMERIQUE

Une suite numérique est une fonction d'une partie de N dans un ensemble de nombres (générale-
ment R).

Exemples

1. On peut considérer la suite (u,) ,eN définie par : u, = n°.
Onaalors:uy=0;u;=1;u,=4;u3=9;u4=16...

Pour chaque terme u, ona: u, = f(n) ; oi1 f est la fonction x — x*.

On dit que la suite (u,) est définie explicitement.

On peut calculer directement des termes de « grands indices » (190 = 10000).

1
2. On peut considérer la suite (v,) ,>2 définie par : 2=35 ,
Upn+1 = Vy
Onaal L 1 1
naalors:v)=—;v3=—;04=—"-"
2 ‘T 16

vy et v ne sont pas définis.
Pour chaque termeon a: v, = f(v,); ou f estla fonction x — x2.
On dit que la suite (v,) est définie par récurrence .

Pour calculer un terme il faut connaitre les termes précédents.

1
La suite (v,) peut cependant étre définie explicitement, pour tout entier natureln=2: v, = 2@
< P . P . wo=w;=1
3. On peut également considérer la suite (wy) ,eN définie par : .
Wp+1 = Wpy1 + Wy — N

Déterminer les cinq premiers termes de cette suite.

Remarques

1. Toutes les suites étudiées en classe de Sixieme et Septieme seront définies sur N ou a partir
d’un certain indice.

2. Le rang d’un terme est son numéro d’ordre. Par exemple pour une suite (4,),>2, le premier
terme est uy, donc u; est le terme de rang 1. De méme, uqg est le terme de rang 8.
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III.1.2 Opérations

De méme que pour les fonctions, on définit la somme, le produit ... de suites numériques.

Exemples Considérons les suites () neN €t (V) neN définies par : u, = ndetv,=n’+1.
On peut considérer les (u,, + v,) ou (u,v,) de termes généraux : u, + v, = nP+n’+1et

Unvy=n’(n*+1)=n’+n’.

III.1.3 Composée d’'une suite par une fonction

DEFINITION II1.1.2

Soit f une fonction et (v,) une suite d’éléments de I'’ensemble de définition de f.
La composée de (v,,) par f estla suite (u,) de terme général : u, = f(v,).

Exemple Si (v;,),eN et f sont définies par : v, = n? et f(x) =2x-3; alors (u) neN est définie par :

Uy =2n®-3.

I11.1.4 Exercices

III.1.a. Calculer les cinq premiers termes de la
suite (1) ,en définie par: u, = an®*-n+1.
III.1.b. Calculer les cinqg premiers termes de la
suite (u,)eN définie par : uy = 0 et pour tout
neN*:u,=u% | +1.

IIL.1.c. Calculer les cinq premiers termes de la
suite (v,)neN, composée de la suite (u,) de
I'exercice précédent par la fonction f: x — x* —
1.

III.1.d. On consideére la suite (u,) telle que,

uy = 0 et pour tout entier naturel, 7 :

Upil = u,21 +2n->5.

1. Calculer les sept premier termes de cette
suite.

2. Placer sur un graphique les points de coor-
données (n; u,) qui se déduisent de la question
précédente.

3. Conjecturer une expression explicite du
terme général de la suite (u,).

III.2 Représentation graphique d’'une suite

III.2.1 Représentation graphique d’une suite définie explicitement

Pour représenter graphiquement une suite définie explicitement (par une relation du type
u, = f(n)), il suffit de représenter graphiquement la fonction f sur la partie positive de son en-

semble de définition.

2
Exemple Pour représenter graphiquement la suite (u,),>, définie par : u, = 2 — —; il suffit de

n

2
tracer la représentation graphique de la fonction f : x — 2 — — ; pour chaque indice n, u,, est ’or-
X

donnée du point de la courbe d’abscisse n.

Les termes de la suite apparaissent alors sur I’axe des ordonnées (voir figure I11.1).
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FIGURE III.1 — Représentation graphique d’une suite définie explicitement.

II1.2.2 Représentation graphique d’une suite définie par récurrence

Pour représenter graphiquement une suite définie par récurrence (par une relation du type
un+1 = f(uy)), on représente graphiquement la fonction f sur un intervalle contenant tous les
termes de la suite et on trace la premiére bissectrice '. On place le premier terme puis les autres de
proche en proche par la méthode suivante.

Méthode pour placer u,,,, sur 'axe des abscisses lorsque u,, est placé
— On place sur la courbe le point A, d’abscisse u,. Ce point a donc pour ordonnées f(u,),
c’est-a-dire u;,41.

— On place sur la premiere bissectrice le point B,, de méme ordonnée que A,. B, est le point

d’intersection des droites d’équations y = x et y = u,+1, B, a donc pour abscisse ;.

— Il ne reste plus qu’a placer u,.; sur ’axe des abscisses.

u0:10

Exemple Pour représenter graphiquement la suite (u,) ,eN définie par : - Up 2
nt1=—-+t—
2 Up

x 2
on trace sur [0;+oo] la représentation graphique de la fonction f : x — 2 + — et la droite A d’équa-
X
tion:y=x.
Les termes de la suite apparaissent alors sur I’axe des abscisses (voir figure I11.2).

By

Cr

Ba

Ay

|
J |
|
1

~}
<
&
o] I
)
<
o
<
S

0)

FIGURE III.2 — Représentation graphique d’une suite définie par récurrence.

I11.2.3 Exercices

III.2.a. f désigne la fonction x — x% et (u) pen | terminer sa limite.

est la suite définie par : u, = f(n). I1.2.b. f désigne la fonction x — x* et (14,) peN
Représenter graphiquement la suite (u,,) et dé- | est ]a suite définie par : uy = 0,5 et pour tout en-

1. La premiere bissectrice est la droite d’équation y = x.
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tier naturel non nul, n, u, = f(u,-1). Up = f(up-1).
Représenter graphiquement la suite (u,) (unité | 1, Déterminer les éventuelles asymptotes de
graphique : 20 cm) et conjecturer sa limite. sgﬂf_

Ill.2.c. Le plan est muni d'un repere ortho- | 2, Déterminer les points fixes > de f.

normé (0;7,7 ) (unité graphique : 2cm). f est 3. Représenter graphiquement les cinq pre-

la fonction : x — 3 — —. Cgf est la représenta- | miers termes de la suite (u,) puis conjecturer
X L

tion graphique de f. (u,) est la suite vérifiant, | sa limite éventuelle.

up = 5, et pour tout entier naturel non nul, 7 :

III.3 Suites arithmétiques - suites géométriques

III.3.1 Suites arithmétiques

I11.3.1.a Définition

DEFINITION II1.3.1
Une suite arithmétique de raison r est une suite (14,) ,>5, telle que pour tout entier n = n, :

un+1:un+r.

Remarque Une suite arithmétique est entiérement déterminée par sa raison et son premier terme.

Exemple Pour la suite arithmétique de raison —2 et de premier terme u3 =5,ona: us=3;us=1;
u6::—1...

Up Up+1 Up+2 Up+3 Up+a
| 1 1 | |
| | ] | |
r r r r
FIGURE II1.3 — Suite arithmétique.

La figure II1.3 suggere que pour une suite arithmétique de raison r : up44 = up +4r.
Enposant:n=p+4;ilvient:4=n—-petu,=u,+(n-pr.
Plus généralement, on a le théoréme suivant.

THEOREME II1.3.1
Soit (1) n=n, une suite arithmétique de raison r.

Pour tous nombres entiers 7 et p supérieurs ou égauxa npona:

Up=Up+ (n—p)r.
Démonstration  Procédons par disjonction des cas.
lercasn=p Ona:uy+(n—p)r=u,+0xr=u,;donclethéoreme est vérifié.
2¢casn>p Ona:upg) =Up+T;Upz =Upp1 +T; Upp3 = Upi +T5...
plus généralement, a chaque étape on passe d'un terme au suivant en ajoutant r. On passe de up a u, enn—p
étapes, c’est-a-dire en ajoutant n — p fois r, d’olt: u, = up + (n—p)r.
3¢casn<p Ona:p>n;donc, dapres le cas précédent (en permutant 7 et p), il vient : u, = u, + (p—n)r; d'otr:
Up=up+(n-phr.
Dans les trois cas la formule est vérifiée. O
Exemple Si (u,) est une suite arithmétique de raison —5 et si uy3 =52 alors : uy21 = u13 —5(121 -
13) = —488.

2. Les points fixes de f sont les solutions de 'équation : f(x) = x.
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Lorsque p = ny, on en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE III.3.2
Si (uy,) estla suite arithmétique de raison r et de premier terme u,,, alors pour tout nombre entier

n (avec n = ng),ona:

Up =r1(n—np) + Uy,.
Exemple La suite arithmétique (u,) de raison 3 et de premier terme u, = —1 est définie par :
u,=3n-2)—-1=3n-"7.

Remarques

1. L'expression obtenue dans le corollaire 111.3.2 fournit une définition explicite d’une suite arith-
métique.

2. le terme général d’une suite arithmétique est une fonction affine de I'indice dont le coefficient
de degré 1 est la raison.

III.3.1.b Propriétés

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate de la définition II1.3.1.

THEOREME I11.3.3
(D Une suite arithmétique est croissante si, et seulement si, sa raison est positive.

(2) Une suite arithmétique est décroissante si, et seulement si, sa raison est négative.

DEFINITION I11.3.2
a+b

La moyenne arithmétique de deux nombres réels a et b est le nombre :

THEOREME II1.3.4
Si a, b, c sont trois termes consécutifs d'une suite arithmétique, alors b est la moyenne arithmé-

tique de a et c.

Démonstration Soit (¢,,) la suite arithmétique, r sa raison et k I'indice de b.

a=Uk-1 a+c b-r+b+r
Ona = =b.0

b=up=ur_1+r=a+r ;donc:
_ _ _ 2
C=Up 1 =Ur+T=b+T

III.3.1.c Somme de termes consécutifs
Soit (u,) n=n, une suite arithmétique et m et p deux entiers tels que : np < m < p.

p
On se propose de calculer lasomme : S = up, + Ups1 + -+ Up = Z Uj.
- n=m

-

Vv~

p—m+1 termes
[ S= U, + (U +71) + o+ (Ut (p—-mr)
Onadonc.{sz (Um+(P-m)T) + (Um+(p—m—=Dr) + - + Uy,
puis par somme : 2S = (U + Uy +(p—m)r) + (Up+Um+(p—m)r) + - + (Up+Up+(p—m)r);

d’ou finalement :
Um+ Ups1+-+ Up = (p—-m+1)———.

THEOREME IIL.3.5
Soit (u#n) n=n, une suite arithmétique et m et p des nombres entiers naturels tels que : no < m < p.

Ona: )
Uy + U
Y uk:(p—m+l)%

k=m
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On peut retenir cette formule en remarquant qu'une somme de termes consécutifs d'une suite
arithmétique s’obtient en effectuant le produit du nombre de termes par la moyenne des termes
extrémes.

ExerciceIIl3.1. Calculer lIa somme des n premiers nombres entiers naturels non nuls.

Solution Les n premiers nombres entiers naturels non nuls sont les n premiers de la suite arith-
métique de raison 1 et de premier terme, u; = 1, donc:

L U + Uy, 1+n nn+1)
k=n =n = .
=1 2 2 2
O
Exercice I11.3.2. Calculer Ia somme des n premiers nombres entiers naturels impairs.

Solution Les n premiers nombres entiers naturels impairs sont les nombres de la forme 2k — 1,
pour k variant de 1 a n; ce sont donc les n premiers termes de la suite arithmétique de raison 2 et

de premier terme:u; =1.0Ona: u, =2n—1. On en déduit la somme :
uy+ uy 1+2n-1 2
S=n =n =n~0O
2 2

III.3.2 Suites géométriques
III.3.2.a Définition

DEFINITION II1.3.3
Une suite géoméirique de raison q est une suite (u,) ,>5, telle que pour tout entier n = n, : Uy =

quy.

Exemples Considérons les suites géométriques (u,), (v,) et (w,), définies sur N, de raisons res-

pectives 2, -3, > et de premiers termes respectifs 3, 2, —4. Les cinq premiers termes de chaque

suite sont représentés dans la tableau I1I.1.

n 0 1 2 3 4
Up | 3 6 | 12 | 24 | 48

v, | 2 | -6 18 | =54 | 162
1 1
w, | -4|-21|-1 ~5 | 71
TABLE III.1 — Cinq premiers termes de suites géométriques (i), (v,) et (wy,).

Remarques

1. Lorsque g =0, la suite est nulle a partir du deuxiéme terme, elle est donc stationnaire.

2. Lorsque q = 1, la suite est constante.

3. Une suite géométrique est entierement déterminée par sa raison et son premier terme.

4. Lorsque la raison est strictement négative et le premier terme non nul, la suite est de signe
alterné, elle est donc non monotone (ni croissante ni décroissante).

5. Lorsque la raison est strictement positive, la suite géométrique est du signe de son premier
terme.

THEOREME II1.3.6
Soit (uy,) n=n, une suite géométrique de raison q.

Pour tous nombres entiers 7 et p supérieurs ou égauxa npona:

n—
up=upq"P.
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Démonstration = Procédons par disjonction des cas.
lercasn=p Ona:u,q" P =upq" = u, = u,;doncle théoréme est vérifié.

2¢casn>p Ona:upy1 =Upq; Upi2 = Upi1q; Ups3 = Upi2q ;...
plus généralement, a chaque étape on passe d'un terme au suivant en multipliant par g. On passe de up a u,
en n— p étapes, c'est-a-dire en multipliant n — p fois par g, d’ott : u, = upq" "

3ecasn<p Ona: p> n;donc, d’apres le cas précédent (en permutant n et p), il vient : u, = u,q”""; d’ott: u, =
upq" P
Dans les trois cas la formule est vérifiée. O

1 1
Exemple Si (u,) est une suite géométrique de raison 3 et si uy = ~5 alors: uyp = ~>7 x3% = —243,

Lorsque p = ny, on déduit du théoreme I11.3.6 le corollaire suivant.

COROLLAIRE IIL.3.7
Si (u,,) estla suite géométrique de raison g et de premier terme u,,, alors pour tout nombre entier

n (avecn=ng),ona:

Up =Un,q" ™.
Remarques
1. L'expression obtenue dans le corollaire 111.3.7 fournit une définition explicite d’une suite géo-
métrique.
2. Lorsque q # 0, une suite géométrique admet une définition explicite de la forme : u, = kq"
aveck = unyq .

Exemples
1. La suite géométrique, (u,), de raison 3 et de premier terme uy; = —1 est définie par : u, =

——x 3",

1
2. La suite géométrique, (v,), de raison =3 et de premier terme us = 128 est définie par : u, =
1024
(2"

II1.3.2.b Propriétés

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate de la définition I11.3.3.

THEOREME II1.3.8
Soit (¢,) n=n, une suite géométrique de raison q.

Le sens de variation de (u,) est donné dans le tableau ci-dessous.

(uzn) g €ll;+ool q€]0; 1] q €] —o0;0[ qg=0 qg=1
un, >0 | croissante | décroissante | non monotone | stationnaire | constante
Un, <0 | décroissante | croissante | non monotone | stationnaire | constante
Up, =0 constante

DEFINITION II1.3.4
H La moyenne géométrique de deux nombres réels strictement positifs a et b est le nombre : vV ab.

THEOREME IIL.3.9
Si a, b, ¢ sont trois termes consécutifs d'une suite géométrique a termes strictement positifs, alors

b estla moyenne géométrique de a et c.

Démonstration Soit (1) la suite géométrique, g sa raison et k 'indice de b.
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a= Ug-1 b
La suite est a termes strictement positifs donc: g #0.On a: { b=ur=qur_1=qga ;donc: vac= 1/ = X gb=1b|=
C=Uk+1=qup=gb q

b.O

Représentation graphique d’une suite géométrique U, =8

Pour représenter graphiquement une suite 1

géométrique de raison ¢, on peut tracer les 9= 2 Aty=x

droites d’équations y = x et y = gx puis B

utiliser la méthode proposée SII1.2.2 page 49. 9

. ) Lo iAo

Désignons par h 'homothétie de centre O et |

de rapport g. Sur la figure ci-contre, on a pour |

tout entier naturel 7 : B D:y=gx |

OBj;41 = un+2ﬁ: Un+2] :_qgun+l_i+ Un+1]) ) IAl :

c’est-a-dire: OB,;+; = q OB,,. B, | :

Donc B,,4; estl'image de B, par h. > s ' |
4 A " J ; I ! !

On démontre de méme que A, est I'image | | : |

| |
de A, par h. i3 Uy U Up

o 1
I11.3.2.c Somme de termes consécutifs

Soit (1) n=n, une suite géométrique de raison g (avec g # 1) et m et p deux entiers tels que :
ngp<ms<p.

p
On se propose de calculer la somme : S = wy, + Upyy1 + -+ Up = Z Uy,.

-~ n=m
p—m+1 termes
onadonc:] S= Um +dim FqPUy A+ FUpgPT™
| gS= Gum  +GUm  + FUpg” ™ gl
uis par différence : ¢S—S = u;g? "™ — u,, ; d’ott finalement :
puis p
um_up+l
U+ Ump1 + -+ Uy = —————
l-q

On peut retenir cette formule en remarquant qu'une somme de termes consécutifs d'une suite
premier terme — suivant du dernier

géométrique s'obtient en effectuant le quotient :

1 —raison
1= qn+1
Remarque En particulier on a, pour tout entier naturelnonnuln :1+qg+---+q" = I
-q
. * A |
Exercice IlI1.3.3. Démontrer que pour toutx € [0;1[ ettoutne N™ ;ona:1+x+---+x" < 1-=%
-Xx

Solution 1+ x+---+x" estla somme des n+1 premiers termes de la suite gé¢ométrique de premier

terme 1 et de raison x, donc:
l_xn+l
l+x+--+x"=
1—x

Or1 - x est strictement positifet : 1 — x"*1 < 1 (car x est positif) ; donc par quotient :

l_xn+l 1
<

1-x 1-x

c’est-a-dire :

O
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COROLLAIRE III.3.10
Pour tous nombres réels a, b et pour tout entier naturel non nul n,on a:

(gl” ~b"=(a-b)(a" ' +a" *b+a" PP+ +ab" + ")
f

Démonstration Pour a = 0, I'égalité devient : —b" = —b x b’ 1 ; qui est vraie.
Pour a = b, I'égalité devient : 0 = 0 x na"!; qui est vraie.
Lorsque a # 0 et a # b, le second facteur du second membre de I'égalité est la somme des termes consécutifs d'un

b :
suite géométrique de raison —, on en déduit que :
a

n-1_D" a—pn
a"'+a"*b+a" v+ +ab"r+ " = 4 = :
1- % b-a
En multipliant les membres extrémes par b — a, on en déduit I'identité désirée. O

Remarques
1. Lorsque n =2, on retrouve l'identité 22 et lorsque n = 3, on retrouve l'identité ?2.
2. Lorsque n est impaire, en remplacant b par —b, on obtient :

a"+b"=(a+b)(a" ' -a"*b+a" b~ +ab" - p" )

Lorsque n = 3, on retrouve l'identité 22.

III.3.3 Limites de suites arithmétiques

Considérons la fonction affine, f: x — ax + b, et D sa représentation graphique.
2

'2-101234567891011121314

Sur la figure ci-dessus, la droite D est tracée dans un cas ol1, a > 0. Soit M le point d’abscisse x dela
droite D. On constate que lorsque x tend vers +oo, 'ordonnée de M tend vers +oo. Or 'ordonnée
de M, est, ax + b, on écrit donc:

lim (ax+ b) = +o0.
X—+00

Considérons la suite arithmétique, (u,) ,ey de raison a et de premier terme, 1y = b. Pour tout en-

tier naturel, n, on adonc: u, = an+ b. Sur le graphique ci-dessus, la suite (u,) est représentée par

des points rouges. On constate sur le graphique que : lir+n u, = +oo. Avec, a < 0, on aurait eu :
n—+oo

lim u, = —oo.
n—+oo

On en déduit le théoreme suivant.

THEOREME II1.3.11
Soit (u,) une suite arithmétique de raison, a, et dont le premier terme vaut b.

+oo sia>0

lim u,=<b sia=0
n—+oo

—00 sia<0
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III.3.4 Limites de suites géométriques

Calculons 2" pour les premieres valeurs entieres de n. On obtient le tableau ci-dessous.

n|0(1}2(3|4|5]|6 7 8 9 10 11 12
2" 1112|4(8|16|32|64|128 | 256|512 | 1024 | 2048 | 4096

Ce tableau suggere et on admet que : lirP 2" = +o0.
n—+oo

1
On peut de méme calculer les premieres valeurs de on’

n|0|1|2]|3]| 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1111711 1 1 1 1 1 1 1
2" |1 1214 18]16 |32 |64 ] 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096
1
Ce tableau suggere et on admet que: lim — =0.
n—+oo 21

Ou les premieres valeurs de (—2)".

n o112 3 |4 5 6 7 8 9 10 11 12
(-2)" 11| -2|4|-8|16|-32|64 | —128|256 | —512 | 1024 | —2048 | 4096

Ce tableau suggere et on admet que (—2)~" n’a pas de limite lorsque n tend vers +oo.
Plus généralement, on admet le théoreme suivant.

THEOREME II1.3.12
Soit g un nombre réel.

+oo sil<g
lim g" =11 sig=1
0 si |g| <1

Si, g < -1, alors g" n’'a pas de limite lorsque n tend vers +oo.
Par produit des limites, on endéduit le théoréme suivant.
THEOREME II1.3.13

Soit (u,) une suite géométrique de raison g et de premier terme a. La limite de (u,) est donnée
par le tableau suivant.

g<-1 lg|<1|g=1|1<gq
a>0 || pas de limite | | a | +o0
=0 0
a<0 | pasdelimite ‘ ‘ a ‘ —00
Démonstration
lercas:a=0o0ug=1 Le résultat est immédiat car la suite est constante.

2¢cas:a>0etg#1
si ‘q‘ <1 Onavu (§ ??) qu’il suffit de démontrer que : lir_}_l |u, —0]=0.
n—+oo
Or pour tout indice n : |u, —0| = a‘q‘"; de plus, d’apres le lemme 27 : lir_}_l |q‘n =, donc par produit :
n—+oo
lim |u,|=0.

n—+oo

sil<g Ona: lim |u,|=+ooor (u;) estune suite a termes positifs, donc: lim u, = +oo.
n—+oo n—+oo
sig<-1 Ona: liIP |uy| = +oo ou liIP |u,| =1; orles termes u, changent de signe avec la parité de n, donc
n—+o00 n—+o00

(u,) n'a pas de limite.
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Jecas:a<0etg#1
-1.

a

I11.3.5 Exercices résolus

On déduit les résultats désirés des résultats obtenus au cas précédent en multipliant par

III.3.5.a Suite arithmético-géométrique

Exercice I11.3.4. On considere la suite (u,) ,c1y définie par : {

1. Déterminer un réel a tel que la suite (v,) ,cy définie par: v, = u, —

ug = -2
1 .
Upi1 =—Eun+3

a ; soit géométrique.

2. Exprimer explicitement le terme général de la suite (v,,) ; en déduire celui de la suite (uy).

Solution Pour se faire une idée, entreprenons une étude graphique.
On trace les droites D et A d’équations respectives :

1
y:—§x+3 ety=x.

Les coordonnées du point Q(2;2) vérifient les équations
de D et A, donc Q est le point d’intersection de ces deux

droites sécantes.

Il semble sur le graphique (on pourrait aisément le
démontrer géométriquement) qu’'une homothétie h, de
centre (), transforme (pourtoutn)A enAn+1.Ce qui sug-

gere une relat1on du type: QA nel = kQA

Or les vecteurs QA n+1 €t QA n ont respecnvement pour

abscisses u;,+1 —2 et u, — 2.
On auraitdonc: u,41 —2 = k(u, —2).

Ao Ary=x

\ By

I

' 1

P:y:—5x+;\62 B,

| Q

| ]

| [

I By (I A;

I o T

I J I I : I

I I [ I

| | | | L;
- U u

Up O i 2 2 Us 1

Ces observations graphiques nous conduisent a examiner si pour a = 2, la suite (v,) est géomé-

trique.

1 1
Pourtoutne N,ona: v,y = un+1—2:—§un+3—2:—§un+1:

1

1
—=(Up—=2)=—=vy.
5 Un=2)=—SUn

1 .
Donc, pour a = 2, la suite (v,,) est la suite géométrique de raison > et de premier terme vy = —4.

Par conséquent la suite (v,) est définie par : v, = —

De plus, pour toutne N,ona: u,=v,+2;

donc la suite (u,) est définie par: u, = —4 (—5

n
+2.0

=)

Pour deviner le comportement d’une suite, une étude graphique (lorsqu’elle est envisageable) est souvent fructueuse.

@ Pour démontrer qu’une suite (v,) est géométrique, on peut exprimer vy,4+1 en fonction de vy, de fagon & exhiber une relation

du type : vp41 =qup.

I11.3.6 Exercices

II1.3.a. (u,) estlasuite arithmétique de premier
terme, u; = —3 et de raison 2.

Déterminer une expression explicite du terme
général de (u,) et calculer u;g. Quelle est la li-
mite de la suite (u,) ?

II1.3.b. (u,) estlasuite arithmétique de premier
terme, u, = —2 et de raison 3.

Déterminer une expression explicite du terme
général de (u,) et calculer uyq. Quelle est la li-
mite de la suite (u,) 2




58

II1. Suites numériques

IIL.3.c. (u,) estla suite géométrique de premier
terme, u, = —0,125 et de raison 2.

1. Déterminer une expression explicite du
terme général de (u,) et calculer uyg. Quelle est
la limite de la suite (1) 2

2. Calculer la somme des huit premiers termes
de la suite (u,).

III.3.d. (u,) estla suite géométrique de premier
terme, Uy = 729 et de raison -3

1. Déterminer une expression explicite du
terme général de (u,) et calculer ug. Quelle est
la limite de la suite (1) 2

2. Calculer la somme des sept premiers termes
de la suite (uy,).

9 9
I11.3.e. Calculer: Z 2n+3) et Z 2n+3.

n=1 n=1
100
IL3.f. Calculer: ) (3n—2)et 2(31—2)

n=1 i=1

10 n
II1.3.g. 1. Calculer: Z (3x2") Z (3x2")

n=1
n
. 3 n
2. Calculer: lim l; (3x2M).

I11.4 Exercices

III.1. 1. Le plan est muni d'un repere ortho-
normé (0;7,7 ) (unité graphique : 2cm). On
4x—-6
x-1"

a. Préciser I'ensemble de définition, D¢, de la
fonction f.

considere la fonction f: x —

b. Déterminer deux nombres réels a et b tels
que pour tout élément, x, de Dy :

4x—-6 b
=a

x—-1 x-—1

c. Etudier les variations de f.

d. Déterminer les points fixes de f.

e. Déterminer I'équation réduite de la tan-
gente a Cgf au point d’abscisse 3.

f. Tracer G7.
2. Représenter sur le graphique établi en 1.f. les
quatre premiers termes de la suite (u,,) vérifiant,
up = 7, et pour tout entier naturel non nul, n :

Up = f (Up-1).
Conjecturer la limite éventuelle de la suite ().

10 1 n n 1 i
I1.3.h. 1. Calculer: ) 6 (5) et) 6 (5) )
i=0

n=0
n 1 i
2. Calculer: lim ZG(—) )
n—+oo = 3
III.3.i. On considere les suites (uy),;en €t
(Vn) nen définies par :

LLOZO
etVvneN,v, =u,-3

1
VneN, uy :gun+2

1. Démontre que (v,) est une suite géomeétrique
dont on précisera le premier terme et la raison,
puis d’éterminer des expressions explicites des
termes généraux des suites (un) et (v,).

2. Calculer: Zu, et lim Zu,
i=0

IIL.3.j. On considere la su1te (Un) nen définies

par:

u0—2
VneN,u,.1 =-2u,+3

Calculer: Z u; et hm Z Ui.
i=0

IIL.2. Suite homographique

Soit f la fonction définie par f(x) =

On considere la suite (u,) définie par uy =5 et
pour tout nombre entier naturel n, par:
4u, —
w12 = [ (up).
1. a. Représenter graphiquement les quatre pre-
miers temes de la suite (u,). On laissera appa-
rents les traits de construction.

Un+1 =

b. Quelles conjectures peut-on émettre sur
le sens de variation et sur la convergence de la
suite (u;) ?

2. Dans cette question, on se propose d’étudier

la suite (u,) par une autre méthode, en détermi-

nant une expression de u, en fonction de n.
Pour tout nombre entier naturel n, on pose:

1
u,—1
a. Démontrer que la suite (v,) est une suite

Un:

arithmétique de raison 3
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b. Pour tout nombre entier naturel n, expri-
mer v, puis u, en fonction de n.

II1.3. Suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci est la suite (1) 4,y définie
par:up=0; u; =1etpourtoutne N*,

Unp+l = Up+ Up-1.

On se propose de déterminer une expression ex-
plicite du terme général de la suite.

1. Donner les dix premiers termes de la suite.

2. (ay) et (by,) sont deux suites géométriques de
premier terme : ay = by = 1. La raison de (a;)
est positive et celle de (b,,) est négative. Elles vé-
rifient pour tout n € N* : a,.1 = a, + a,_1 et
bps1=by+by_1.

a. Démontrer que les raisons des suites (a;)
et (b,,) sont les solutions de I'équation :

g =q+1 (E)

b. En déduire les expressions explicites des
suites (ay) et (by,).
3. Déterminer le couple (a,3) de nombres réels
aap + f)bo = Uy
aay + f)b] = U
4. On considere la suite (v;) ,eN définie par :
Vp=0aau+Pby.
Démontrer que pour tout n € N* :
Unt+ VUp-1

solution du systéeme : {

Un+l1 =

5. Conclure.

Sujets de Baccalauréat

I11.4.
Partie A

On considere les suites de points A, et B,
définies pour tout entier naturel z de la maniere
suivante : sur un axe orienté (O; ) donné ci-
dessous.

—
AO u Al BO

ol = 2 1 6 8 10 12

Le point Ay a pour abscisse 0 et le point By a
pour abscisse 12. Le point A, estle barycentre
des points (A;,2) et (B, 1), le point B4, est le
barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, 3).

1. Surle graphique placer les points Ay, B,.

2. On définit les suites (a;,) et (b,;) des abscisses
respectives des points A, et B,,. Montrer que :

2a,+ b,
ap+1 = 3
a,+3b
On admet de méme que b4 = %

Partie B

1. On considere la suite (u,) définie, pour tout
entier naturel n, par u, = b, — a,.

a. Montrer que la suite (u,) est géométrique.
En préciser la raison.

b. Donner I'expression de u, en fonction de
I'entier naturel n.

c. Déterminer la limite de (u,). Interpréter
géométriquement ce résultat.

2. a. Démontrer que la suite (a,) est croissante
(on pourra utiliser le signe de u;,).

b. Etudier les variations de la suite (b,,).

3. Que peut-on déduire des résultats précé-
dents quand a la convergence des suites (a,) et
(bn)?

Partie C

1. On considere la suite (v,) définie, pour tout
entier naturel n, par : v, = 3a, +4b,,.
Montrer que la suite (v,) est constante.

2. Déterminer la limite des suites (a;,) et (b,,).
D’apreés Antilles-Guyanne juin 2006

IIL.5. Les deux questions de cet exercice sont in-
dépendantes.

1. On considere la suite (u,,) définie par: uy =1
et, pour tout nombre entier naturel, n,

Upsl = 3 U, +4. On pose, pour tout nombre en-
tier naturel n, v,, = u,, — 6.

a. Pour tout nombre entier naturel rn, calculer
vn+1 enfonction de v,,. Quelle est la nature de la
suite (v,) ?

b. Démontrer que pour tout nombre entier

n
naturel n, u,, = -5 (g) +6

c. Etudierla convergence de la suite (u,).
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2. On considere la suite (w;) dont les termes vé-
rifient, pour tout nombre entier n>1:

nwy,=m+Dw,_1+1 et wy=1.

Le tableau suivant donne les dix premiers
termes de cette suite.

wo | wn we | w3 wy | ws we | wy | wg | wo
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

a. Détailler le calcul permettant d’obtenir
Wwio.

b. Dans cette question toute trace de recherche,
méme incomplete, ou d’initiative méme non
fructueuse, sera prise en compte dans l'évalua-
tion.

Donner la nature de la suite (w;,). Calculer
W2009-

D’apreés France juin 2009
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Chapitre IV

Dénombrement

IV.1 Notions Préliminaires

IV.1.1 Rappels et compléments sur les ensembles

Dans tout ce paragraphe, E désigne un ensemble fini.
— Le cardinal de E, noté card (E) ou card E, est le nombre d’éléments de E.
Par exemple, pour E = {a, b, c,d}, on a: card (E) = 4.
— Lensemble des parties de E est noté AE)
Par exemple, pour E = {a, b, c}, on a: card (E) = 3.
AE) ={@,{a},{b},{c},{a, b}, {a,c},{b,c},{a, b, c}}.
Ona: card (Z(E)) =8.
— Une partition de E est un ensemble de parties non vides de E, deux a deux disjointes, dont
I'union est E.
Par exemple {{a}, {b},{c, d}} est une partition de {a, b, ¢, d}.

THEOREME IV.1.1 PRINCIPE D’ADDITIVITE
H Si{Ey,...,E;} est une partition de E, alors : card (E) = card (E;) + - - - 4+ card (E,,).

THEOREME IV.1.2
Pour toute parties A et B d'un ensemble E, on a:

@) card (X) = card (E) — card (A).
2) card (AUB) = card (A) + card (B) — card (An B)

Démonstration E E

>

& ®

1) {A,K} est une partition de E; donc:
card (A) + card (K) = card (E)

On en déduit la propriété.
2) {A\B,AnB,B\A} est une partition de AUB; donc:

card AuB) =card(A\B) + card(AnB) + card (B\ A)

61



62 IV. Dénombrement

c’est-a-dire :

card (AUB) = (card (A\B) + card (AN B) ) + (card (B\A) + card (AN B) ) — card (BN A)
Or {A\B,AnB} et {AnB,B\ A} sont respectivement des partitions de A et B; donc :

card (A\B) + card (AnB) = card (A) et card (B\A) + card (AN B) = card (B).

On en déduit la propriété. O

ExercicelV.1.1.  Dans un groupe d’individus.
(1) 200 pratiquent le football, parmi eux 80 pratiquent le rugby et 30 le tennis de table;
2 160 pratiquent le rugby et parmi eux 25 pratiquent le tennis de table;
3) 50 pratiquent le tennis de table;

4) 10 pratiquent les trois sports;

(5) 20 ne pratiquent aucun des sports cités.

Combien y a-t-il de d’individus dans ce groupe ?

Pour résoudre le probléme, on peut construire le dia-

gramme ci-contre.

F désigne 'ensemble des footballeurs etc. On peut ré-

partir les individus en huit classes :

FNTNR;FNTNR; FNTNR;FNTNR; FNTNR; FNTNR;

FATNR; ENTNR; /70N
qui forment une partition de E. On en déduit la @— —@
construction du diagramme : A A

— D’apres (5) : card (ﬁmeﬁ) =20;

— D’apres (4) : card(FN'TNR) =10; 20 a

— D’apres (1) 80 individus pratiquent le football et le @

rugby et on sait que parmi eux 10 pratiquent les trois
sports donc 70 pratiquent uniquement le football et

le rugby : card (F NTN R) =70;

— De méme: card(FnTnﬁ) =20;

— Parmi les 200 footballeurs 100 (10+70+20) pratiquent donc au moins un des deux autres sports,
d’oti: card (F nTnﬁ) =100;

— D’apres (2) 25 individus pratiquent le rugby et le tennis de table et on sait que parmi eux
10 pratiquent les trois sports donc 15 pratiquent uniquement le rugby et le tennis de table :
card(ﬁmeR) =15;

— Parmiles 160 rugbymen 10+70+15 c’est-a-dire 85 pratiquent au moins un des deux autres sports,
donc: card(ﬁﬂTﬂR) =75;

— Parmi les 50 pongistes 10+20+15 c’est-a-dire 45 pratiquent au moins un des deux autres sports,
donc: card(ﬁnTnﬁ) =5;

On en déduit le nombre d’individu : 305.

Pour dénombrer un ensemble, on peut en faire apparaitre une partition.

IV.1.2 Produit cartésien d’ensembles

Le produit cartésien de deux ensembles E et F est 'ensemble, noté E X E des couples (x, y) ol
x € Eet y € E Lécriture E X F selit «E croix F ».
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Exemple |EXF| a | b | ¢ |
pOUI‘E:{l;Z} etF:{a;b;c}, ona: 1 (La) (l,b) (l,C)
EXF:{(lya)y(lrb)r(lyc)r(zy a),(Z,b),(Z,C)} 2 (Z’a) (z,b) (2,0)

THEOREME IV.1.3
H Lorsque E et F sont des ensembles finis : card (E X F) = card (E) x card (F).

a——(La)

@ Lorsqu’un ensemble E peut étre construit par un arbre ou

c—— (1,0 on a:
— 1re étape : nj cas;

— 2° étape : pour chaque cas de 1’étape précédente, ny cas;

\ a (2’ LZ) — p° étape : pour chaque cas de I'étape précédente, np cas.

On a alors : card (E) = ny x np x - x np.

c——(2,0)
Remarques
1. Plus généralement, on définit le produit cartésien de p ensembles:Ey XE; X ... XE,,
2. LorsquekE,, ..., E, sont finis, on a : card (E; X Ep X --- X E,) = card (E;) x --- x card (Ep,).
3. En particulier, 'ensemble EXE X .. X E est noté EP. Les éléments de EP sont les p-uplets,

p;;w
ou p-listes, d’éléments de E. Et on a : card (EP) = card (E)”.

Exercice IV.1.2. Combien y a-t-il de codes possibles dans un cadenas présentant quatre molettes de dix chiffres
chacune.

Solution Considérons I'ensemble : E = {0;1;2;3;4;5;6;7;8;9}; card (E) = 10. L'ensemble des
codes est I'ensemble des quadruplets (cy; co; c3;¢4) d’éléments de E. 1l y a donc card (E4), c’est-
a-dire 10 000, codes possibles. O

IV.1.3 Factorielle

DEFINITION IV.1.1
Soit n un entier naturel, on appelle n! (lire : « factorielle n » ) 'entier naturel non nul défini par :

1x2x---xn ,sin#0;
n =
1 ,sin=0.

Exemples
1. 0l=1;1!'=1.

2. 5!=1%x2x3x4x5=120;0uencore:5'=3!x4x5.
6! 12! _12><11><10><9_445

3. —=5x6; =
4! 4! x 8! 1x2x3x4
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|

n!
Plus généralement, pourO< p<n: —= (p+1)x---xn.
p

4. ExercicelV.1.3.

Une mére a quatre petits garcons, elle a acheté quatre voitures de couleurs différentes.

De combien de facons peut-elle attribuer une voiture a chacun ?

Ellea:

> 4 choix possibles pour attribuer la premiére voiture;

> 3 choix possibles pour attribuer la deuxiéme voiture ;
> 2 choix possibles pour attribuer la troisiéme voiture;
> 1 choix possible pour attribuer la derniere voiture.

Soit en tout 4! = 24.

5. Plus généralement pour construire une bijection d’'un ensemble E vers un ensemble E de

méme cardinaln.On a:

> n choix possibles pour attribuer I'image du premier élément;
> n—1 choix possibles pour attribuer I'image du deuxiéme élément ;

> n—k+ 1 choix possibles pour attribuer I'image du k¢ élément ;

> 1 choix possible pour attribuer I'image du dernier élément.

Soit en toutn!.

On en déduit le théoréme suivant.
THEOREME IV.1.4

H Le nombre de bijections d’'un ensemble E vers un ensemble E de méme cardinal n, est n!.

Exercice 1V.1.4.

Un groupe de six personnes décide de s’asseoir autour d’une table a six places. De combien de

facons les individus peuvent ils se répartir autour de la table ?
Solution Chaque répartition est une bijection entre '’ensemble des individus et I'ensemble des
places, il y a donc 6! répartitions possibles, c’est-a-dire : 720. 0

Remarque Deux ensembles images I'un de I'autre par une bijection ont méme cardinal.

IV.1.4 Exercices

IV.1.a. A et B sont deux ensembles tels que :
card (A) =12; card (B) =14 et card (AnB) = 5.
Déterminer : card (AU B).

IV.1.b. A et B sont deux ensembles tels que :
card (A) = 12; card (B) = 14 et card (AU B) = 20.
Déterminer : card (AN B).

IV.1.c. Ecrire en extension puis dénombrer I'en-
semble : P ([1;3])

IV.1.d. E est 'ensemble des entiers naturels in-
férieurs ou égaux a 20 qui sont multiples de 2 ou
de 3, mais pas de 6.

1. Ecrire en extension puis dénombrer I'en-
semble E.

2. M2 (respectivement M3) désigne I'’ensemble
des éléments de E qui sont multiples de 2 (res-
pectivement multiples de 3). Dénombrer M, et
Ms, puis justifier que {M», M3} est une partition
de E.

3. En est-il de méme si on remplace E par
[1;10]?

IV.1.e. Combien de menus différents peut-on
composer sion a le choix entre 4 entrées, 5 plats
et 2 desserts?

IV.1.f. Deux équipes de hockeys de 13 et 16
joueurs échangent une poignée de main a la fin
d’'un match : chaque joueur d’'une équipe serre
la main de chaque joueur de l'autre équipe.
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Combien de poignées de main ont été échan-
gées?

IV.1.g. My, M3, et Mg sont respectivement les
sous-ensembles de [1;300] dont les éléments
sont respectivement multiples de 2, 3 et 6.

1. Justifier que :

card (M, UM3) = card (M5) + card (M3) — card (Mg).
2. Que représente I'’ensemble M, U M3. Calcu-
ler : card (M, U M3).

IV.1.h. On organise un tournoi individuel de
tennis a éliminations directes. n joueurs sont en
compétition. Combien de matchs vont-étre dis-
putés et pourquoi ?

IV.1.i. Dans un pays, les numéros d'immatricu-
lation des automobiles sont constitués de trois
chiffres suivis de trois lettres. Combien d’auto-
mobiles peuvent-étre immatriculées ?

IV.1.j. Onlance deux dés usuels de couleurs dif-
férentes.

1. Combieny a-t-il de résultats possibles ?

2. Combien y a-t-il de résultats possibles dont
la somme vaut 12 ?

3. Combien y a-t-il de résultats possibles dont

IV.2 Permutations

IV.2.1 Permutations sans répétition

DEFINITION IV.2.1

la somme est strictement inférieure a 12 ?

4. Combien y a-t-il de résultats possibles dont
la somme est strictement inférieure a 12 ?

5. Combien y a-t-il de résultats possibles dont
la somme est strictement inférieure a 9 ?

IV.1.k. Combien vy a-t-il de facons de répartir 5
chapeaux sur 5 tétes.

IV.1.1. Calculer sans calculatrice.
1 11! 11'-10! 13!10! 1 380

8 10! 1219! 18! 20!

18! 20!
IV.1.m. Simplifier les expressions suivantes ou

n est un entier naturel.

n+1 2n+5)!
T (n+1)! " 2n+1)!
3 (n—l)!_ n! _(n—l)!
oo n+1)! (m+1)!

IV.1.n. Exprimer les quantités suivantes en uti-
lisant la notation factorielle.

1. 7x8x9x10x11x12x13.
2x3x4

T 10x9x8x7’
3. m+1D)(n+2)(n+3)(n+4).

4. n®-n.

H Une permutation sans répétition, ou plus simplement permutation , d'un ensemble E est une bi-

jection de E vers E.
THEOREME IV.2.1

H Si card (E) = n, alors il y a n! permutations de E.

ExerciceIV.2.1.

Combien d’anagrammes du mot « cela » peut-on former ?

Solution Une anagramme du mot « cela » est une permutation de I'ensemble des lettres du mot
«cela». Iy adonc:4! =24 anagrammes du mot « cela ». O

IV.2.2 Permutations avec répétitions

Une permutation avec répétitions est une permutation d'un ensemble dont certains éléments

sont indiscernables.

Exemple Combien d’anagrammes du mot « UCCLE » peut-on former ?

Une anagramme du mot « UCCLE » est a priori une permutation de I'ensemble des lettres du
mot « UCCLE ». 1l y aurait donc : 5! = 120 anagrammes, mais pour chaque anagramme, en permu-
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tant les deux C, on obtient une anagramme indiscernable de la premiére. On en déduit (principe

|

5!
du berger) le véritable nombre d’anagrammes de « UCCLE » : — = 60.

THEOREME IV.2.2

Si card (E) = n, avec n; éléments e; indiscernables, ..

n! ) e
' permutations avec répétitions de E.

nyl---np!

Exercice IV.2.2.

2!

., p éléments e, indiscernables, alors il y a

Combien peut-on former d’anagrammes du mot « BRUXELLES ».

Solution Bruxelles est un mot de 9 lettres, dont 2 e et 2 1. Les anagrammes de Bruxelles sont les

permutations avec répétitions des lettres du mot Bruxelles, il y en a donc : 2

Exercice IV.2.3.

|

=907200O

Ix2!

Combien peut-on former d’anagrammes du mot « ananas ».

Solution Ananas est un mot de 6 lettres, dont 2 n et 3 a. Les anagrammes de ananas sont les per-
|

mutations avec répétitions des lettres du mot ananas, il y en a donc:

IV.2.3 Exercices

IV.2.a. De combien de fagon peut-on écrire la
liste des éleves de SGBMAS5FRA en faisant varier
I'ordre des noms.

IV.2.b. Combien y-a-t-il d’anagrammes du mot
MATH ?

IV.2.c. Les nombres 4, 1 et —6 constituent la so-
lution d’'un systeme de trois équations a trois
inconnues.

Donner tous les triplets différents qui peuvent
étre la solution de ce systeme.

IV.2.d. 1. Dénombrer les anagrammes du mot
PATRICE

=600

Ix3!

2. Dans chacun des cas suivants, dénombrer les
anagrammes du mot PATRICE :

a. commencant et finissant par une
consonne;

b. commencant et finissant par une voyelle;

c. commencant par une consonne et finissant
par une voyelle;
3. commencant par une voyelle et finissant par
une consonne.

IV.2.e. Quel est le nombre d’anagrammes du
mot « ANAGRAMME » ?

IV.3 Arrangements - Tirages successifs

IV.3.1 Arrangements avec répétitions - Tirages successifs avec remise

DEFINITION IV.3.1

H Un arrangement avec répétitions de p éléments d'un ensemble, E, est une p-liste d’éléments de E.

ExerciceIV.3.1.

Une urne contient n billes, numérotéesde 1 a n.

On choisit une premier bille, on note le choix et on la remet dans 'urne.

On choisit une deuxiéme bille, on note le choix et on la remet dans l'urne.

On choisit une p-iéme bille, on note le choix et on la remet dans 'urne.

Combien y a-t-il de choix possibles ?
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Solution
17 méthode Désignons par, E I'ensemble des billes.

L'ensemble des choix possibles est E?, il y en a donc : card (EP) = nP.
2¢ méthode On a n possibilités pour le premier tirage.
Pour chacune des ces possibilités, on a n possibilités pour le deuxiéme tirage.

On a n possibilités pour le (p — 1)-iéme tirage.
Pour chacune des ces possibilités, on a n possibilités pour le p-iéme tirage.
Soit au total : n? choix possibles.

THEOREME IV.3.1
H Le nombre d’arrangements de p éléments d’'un ensemble E a n éléments, est : n”.

Autrement dit, lorsqu’on pratique le tirage successif avec remise de p éléments d'un ensemble E a
n éléments, le nombre de choix possibles est : card (E” ) =nP.

Remarque On peut avoir : p > n.

Exercice 1V.3.2. Dans une classe de 17 éléves on doit choisir un responsable du cahier de texte par semaine et

ceci pour les 33 semaines de cours. Combien y a-t-il de répartitions possibles ?

Solution Les répartitions possibles sont les arrangements avec répétitions de 33 éleves parmi 17 ; il
yadonc, 173, répartitions possibles, c’est-a-dire : 40254497 110927 943179349807 054 456 171 205 137.
O

IV.3.2 Arrangements sans répartition - Tirages successifs sans remise

Exercice 1V.3.3. Une urne contient n billes, numérotéesdel an.
On choisit une premier bille, on note le choix et on ne la remet pas dans I'urne.

On choisit une deuxiéme bille, on note le choix et on ne la remet pas dans I'urne.

On choisit une p-iéme bille (p < n), on note le choix et on ne la remet pas dans 'urne.
Combien y a-t-il de choix possibles ?

Solution On a n possibilités le premier tirage.

Pour chacune des ces possibilités, on a n — 1 possibilités le deuxiéme tirage.

On a n- p+1 possibilités le (p — 1)-iéme tirage.

Pour chacune des ces possibilités, on a n — p possibilités le p-iéme tirage.
!

Soitautotal:n(n—1)---(n—p+1) = ﬁ choix possibles. O
- -~ -~ (n—-p)!

p facteurs

Remarque Chaque résultat possible est une p-liste de billes distinctes de I'urne.
DEFINITION 1V.3.2

Un arrangement de p éléments dans un ensemble, E, a n éléments est une p-liste d’éléments
distincts de E.

Remarques
1. Onanécessairement:0<p<n.
2. Un arrangement de p éléments de E est donc le résultats du tirage successif sans remise de p
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éléments deE.

Notations et vocabulaire Le nombres d’arrangements de p éléments dans un ensemble a p €élé-

ments est noté : A

Le théoréeme suivant se déduit de ’exercice IV.3.3..

THEOREME IV.3.2

AP

Exercice IV.3.4.

Pour tous entiersnet ptelsque:0<p<n.Ona:

n!

" m-pl

Une course de chevaux, pour le tiercé, a 17 partants. Combien a-t-on d’arrivées possibles ?

Solution Désignons par E 'ensemble des chevaux. Les arrivées possibles sont les arrangements

17!
(triplets d’éléments distincts de E) de 3 chevaux parmi 17; il y a donc : A3, = a7=a ; arrivées
possibles, c’est-a-dire : 17 x 16 x 15 =4080. O '
Remarque Lorsque p = n, un tirage est une bijection de E vers {1;2;---; n} et on obtient n! tirages

possibles.

IV.3.3 Exercices

IV.3.a. De combien de facons peut-on ranger
cinqg chemises dans trois rayons sachant que
chaque rayon peut accueillir jusqu’a cinq che-
mises ?

IV.3.b. Le systeme de sécurité d'un cadenas est
composé de 5 molettes de 9 caracteres chacune.
Combien de codes est-il possible de former avec
ce cadenas.

IV.3.c. Une compétition oppose 15 concur-
rents. Trois prix sont a remporter : le premier;
le deuxieme et le troisieme.

Combien y a-t-il de résultats possibles, sachant
qu’iln’y apas d’ex equo ?

IV.3.d. A 'occasion d’'une compétition sportive
groupant 18 athletes, on attribue une médaille
d’or, une d’argent, une de bronze. Combien y-a-
t-il de distributions possibles ?

IV.3.e. Un questionnaire a choix multiples, au-
torisant une seule réponse par question, com-
prend 15 questions. Pour chaque question, on
propose 4 réponses possibles. De combien de
facons peut-on répondre a ce questionnaire ?

IV.3.f. En informatique, on utilise le systéme bi-
naire pour coder les caracteres. Un bit (binary
digit : chiffre binaire) est un élément qui prend
la valeur 0 ou la valeur 1. Avec 8 chiffres binaires
(un octet), combien de caractéres peut-on co-
der?

IV.3.g. Un groupe d’éléves de Sixiéme constitue
le bureau de I'association « Bal des Sixemes » Ce
bureau est composé d'un président, d'un secré-
taire et d'un trésorier. Combien y a-t-il de bu-
reaux possibles? (il y a 200 éleves dans ce ni-
veau )
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IV.4 Combinaisons - Tirages simultanés

IV.4.1 Combinaisons sans répétition

DEFINITION 1V.4.1
Soit E un ensemble de n éléments et p un entier telque 0 < p < n.

Une combinaison (ou combinaison sans répétition) de p éléments de E est une partie de E qui
contient p éléments.

Exemple Pour E = {a, b, c} et p =2.
Les combinaisons de deux éléments de E sont les parties : {a, b} ; {a, c} ; {b, c}.

Remarques

1. Dans un ensemble, les éléments sont deux a deux distincts.
Ainsi{a, b, a} n’est pas un ensemble car il contient deux fois a.

2. Deux ensembles qui contiennent les mémes éléments sont égaux.
Ainsi:{a, b} = {b, a}.

Notation Le nombre de parties (i.e. de combinaisons) de p éléments d'un ensemble de n éléments
i~ P n
estnoté C' ou ,0spsn.
n p

Exemples

1. De I'exemple ci-dessus, on déduit que : C:=3;

2. Eestunensemble a n éléments. 1l n’existe qu’une partie de E qui contient zéro élément, c’est
I’ensemble vide, donc : C?l =1

3. une seule partie de E contient n éléments, c’est E lui-méme, donc:C) = 1;

4. ilyaautant d’éléments que de singletons, donc : C}, = n.

Exercice IV 4.1. On considére I'ensemble : E = [1;7].
1. Ecrire E en extension.
2. Combien y a-t-il d’arrangements de 3 éléments deE.
3. On consideére la combinaison, C, de 3 éléments de E définie par : C = {1;3;6}.
écrire tous les arrangements de 3 éléments de E qu'il est possible de formé avec les éléments de C.
Aurait-il été possible de connaitre le nombre des arrangements de 3 éléments de E qu'’il est possible de formé avec

les éléments de C sans tous les écrire ?

4. En déduire C!, (on pourra appliquer le principe du berger').
THEOREME IV.4.1

Pour tous entiers petntelsque:0<p<n;ona:
p_ n!
" opln-p)

Démonstration Avec les éléments d'une combinaison de p éléments on peut construire p! arrangements de p élé-
ments parmi 7. Donc : A = C p!. On en déduit I'égalité désirée. O
Exemples
9! 9x8x7
1. Cy= =

= :3)(4)(7:84.
3Ix6! 1x2x3

1. Principe du berger : pour compter le nombre de moutons dans un troupeau, on compte le nombre de pattes et
on divise par 4.
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49! 49 x 48 x 47 x 46 x 45 x 44
6!x43]  1x2x3x4x5x6

Exercice 1V.4.2. 25 individus doivent choisir trois d’entre eux pour les représenter.

2. Ciy= =44 x 3 x 46 x 47 x 49 = 13983 816.

De combien de fagon peuvent-ils choisir leurs trois représentants ?
Solution Les choix possibles sont les combinaisons de trois individus parmi les 25 du groupe, il y
a donc c§5 choix possibles ; c’est-a-dire : 2300. O

THEOREME IV.4.2
Pour tous entiers pet ntelsque:0<p<n;ona:
-
1 ch=cy’.
p=1, P _ P
(2) Cn—l + Cn—l =Ch.

Démonstration Soit p et n deux entiers telsque:0< p < n;
n! n!

) Ch= = =Cy, "3
) " pln-p)! (n—p)l(n-(n-p)! '
_ (n—-1)! (n—1)!
@ c’ric? = + a
el Tl T D((n-D - (p-1)! p(n-1)-p)!
_ pn-1 . (n-p)(n-1)!
pl(n—p)! pl(n—p)!
_ nn-1)
- plin-p)!
n!
- pl(n-p)!
=ct
Exemples Clo=Cly; Cho+Cio=Ci,

Remarques Les propriétés du théoréme 1V.4.2 se justifient également par des arguments intuitifs
simples. Soit E un ensemble a n éléments.

1. Une combinaison de E a p éléments si et seulement si la combinaison complémentaire a n—p
éléments. 1l y a donc autant de combinaisons de E a p éléments que de combinaisonsde Ean—p
éléments.

2. Danslecasotul < p<n-1,on choisit un élément fixé e. Les combinaisons de E a p éléments
se répartissent en deux types; celles qui contiennent e et celles qui ne contiennent pas e. Une
combinaison contenant e est I'union de {e} avec une combinaison de E\{e} a p—1 éléments. Il y
a donc CZ:} combinaisons de E a p éléments contenant e. Une combinaison ne contenant pas e
est une combinaison de E\ {e} a p éléments. 1l y a donc CZ_I combinaisons de E a p éléments ne

) -1
contenant pas e; d’ou :CZ_l + CZ_I =Ch

IV.4.2 Combinaisons avec répétitions

Les combinaisons avec répartition sont utilisées pour résoudre le type de probléme suivant :
On lance trois dés indiscernables. Combien a-t-on de résultats possibles. Un résultat possible est :
{1;3;3}. De maniere générale, les résultats possibles sont appelés combinaisons avec répétitions

de trois éléments parmi 6. Le nombre cherché est : CZ ip-1= C3.5_, =Cs =56.

DEFINITION IV.4.2
Soit E un ensemble a n éléments. Une combinaison avec répétitions de p éléments de E est une
collection de p éléments de E o1 un méme élément peut apparaitre plusieurs fois.
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Remarque La différence entre une combinaison et un arrangement est que dans une combinai-

sons I'ordre des éléments ne compte pas, par exemple : {1;3;3} =1{3;1;3}

Exemple Prenonsn=>5 et p =3;{1;2;3;4;5} est 'ensemble des 5 éléments.
Ecrivons tous les sous-ensembles non ordonnés de trois éléments de {1;2;3;4;5} :

111,122,133, 144, 155 | 222,233,244,255 | 333, 344, 355 | 444, 455 | 555
112,123,134,145 223,234, 245 334, 345 445
113,124,135 224,235 335

114,125 225

115

Pour compter ces sous-ensembles (il y en a 35 dans notre exemple), on imagine qu’ils sont formés
de combinaisons ou les répétitions sont absentes. 1l faut donc trouver un moyen de transformer
cette écriture. ..

Pour cela, on augmente de : 1 unité le chiffre des 2¢ colonnes, 2 unités le chiffre des 3¢ colonnes,
..., p— 1 unités le chiffre des p-iémes colonnes.

123, 134, 145, 156, 167 | 234, 245, 256, 267 | 345, 356, 367 | 456, 467 | 567
124, 135, 146, 157 235, 246, 257 346, 357 457

125, 136, 147 236, 247 347

126, 137 237

127

Le nombre d’éléments des deux listes est le méme, mais la nature méme des éléments a changé,
puisque I'on utilise les chiffres allant de 1 a 7, et non plus de 1 a 5 comme au départ. Notre collec-
tion de n objets est donc agrandie a n+ p — 1 objets.

Le nombre de combinaisons avec répétition de « p » objets pris parmi « n » est donc égale au
nombre de combinaisons sans répétition de « p » objets pris parmi«n+p —1 ».

P
Ce nombre est : Cn+p_1.

THEOREME IV.4.3
p 3 (n+p-1!

Le nombre de combinaisons avec répétitions de p objets pris parmi n est: C R e S Y
pl(n—-1)!

IV.4.3 Tableau récapitulatif

Le tableau ci-dessous récapitule les facons de calculer le cardinal d'un ensemble dans les prin-
cipaux cas.

permutations arrangements combinaisons
. p n! n p n!
sans répétition n! A, = =Cp=—"—
(n—-p)! p pl(n—p)!
PP n! n+p-1 (n+p-1)!
avec répétitions _— n” P = CZ+ = nrpm
m!---np! p P pl(n—-1)!

IV.4.4 Exercices

IV.4.a. Georgette et Hilarion sont membres d'un | 1. Combien de groupes de 5 personnes peut-on
club de 19 adhérents. On doit former un groupe | constituer ?

constitué de cing d’entre eux pour représenter | 2, Dans combien de ces groupes peut figurer
le club a un spectacle.
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Georgette ?

3. Georgette et Hilarion ne pouvant se suppor-
ter, combien de groupes de 5 personnes peut-on
constituer de facon qu'’ils ne se retrouvent pas
ensemble ?

IV.4.b. Onlance 5 dés usuelles identiques. Com-
bien y a-t-il de résultats possibles ?

IV.4.c. Au poker avec un jeu de 32 cartes, com-
bien y a-t-il de mains ou le joueur annonce
«une paire »?

IV.4.d. Au poker avec un jeu de 32 cartes, com-
bien y a-t-il de mains ou le joueur annonce
« deux paires » ?

IV.4.e. Au poker avec un jeu de 32 cartes, com-
bieny a-t-il de mains ot le joueur annonce « un

IV.5 Binome de NEWTON

IV.5.1 Triangle de Pascal

Onsaitque pourO<p<n,ona:

p-1 p  _ P
C,_,+C, _,=GC;.

Ce résultat permet de calculer les nombres C, de proche en
proche, en formant le triangle de Pascal® a I'aide du schéma

suivant :

p-1 p
Cn—l +Cn—1

brelan » ?

IV.4.f. Au poker avec un jeu de 32 cartes, com-
bieny a-t-il de mains ou le joueur annonce « un
full »?

IV.4.g. Au poker avec un jeu de 32 cartes, com-
bieny a-t-il de mains ou le joueur annonce « un
carré» ?

IV4.h. Combien y a-t-il de piéces diffé-
rentes dans un jeu de dominos si sur chaque
piece figurent deux symboles choisis parmi
{blanc,1,2,3,4,5,6}?

IV.4.i. Une association de 300 membres doit
élire un président. 3 candidats sont en lice. Au
dépouillement seuls les suffrages exprimés sont
pris en compte. Combien y a-t-il de résultats
possibles ?

p0 1 2 3 4 5
n

0|1

111711
211121
31331
4111416141
5(11]5]10 5|1

IV.5.2 Laformule du binome de NEWTON

THEOREME IV.5.1

FORMULE DU BINOME DE NEWTON 3

Soit a et b deux nombres réels non nuls et n un entier naturel (n #0si a+b =0). On a :
n
(a+b)" =) Cha" PbP.

Remarques

p=0

1. Cette formule explique le nom de « coefficients binomiaux » donné aux nombres C’.
2. Laformule du binéme de Newton peut étre établie a partir de considérations intuitives. Fixons

2. Blaise PASCAL (1623 - 1662), mathématicien, physicien et philosophe francais.
3. Isaac NEWTON (1642 - 1727), mathématicien, physicien et astronome anglais.
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n,ona:

(a+b)”:£a+b)x---x(a+bl. (Iv.1)

Vv~

n facteurs

a+ b est une somme de monémes de degré 1 en a et b donc (a+ b)" est une somme de mondomes
de degré n en a et b; c’est-a-dire de monomes de la forme : (xpa"_pbp; en observant la formule
(IV.1) on remarque que «,, est le nombre de fois oi1 apparait a" " bP dans le développement. Or
les monémes a” P bP apparaissent lorsqu’on prend a dans n — p facteurs et b dans les p facteurs
restants. Par conséquent, il y a autant de monomes a”~ P b” dans le développement qu’il y a de
facons de choisir n— p facteurs parmi n ; c’est-a-dire : C), * ; ou encore : C" ; donc : ap = CP; puis:

n
(@a+b)"=Y Cha" PbP
p=0

Exemple (1+ v2)° =1+5v2+10v22+10vV23 +5V2* + V2°
=1+5vV2+10x2+10x2V2+5x4+42
—41+29V2

COROLLAIRE IV.5.2
Soit E un ensemble a n éléments.

Le nombre de parties de E est : 2"

Démonstration Pour tout entier p tel que : 0 < p < 1; le nombre de parties de E a p éléments est :C},. Donc:
cardZ(E) =Co+CL+---+CP 14 Cl=C01" x 19+ CL 1T x 1" g 1 1 4 €10 x 1" =1+ D" = 2" O

Remarque On aurait pu obtenir cette propriété sans utiliser la formule du bin6me du Newton.
En effet, numérotons les éléments de E de 1 a n. Considérons une partie A de E, a chaque nu-
méro associons € si I'élément correspondant appartient a A et ¢ sinon, on associe ainsi a A un
n-uplet d’éléments de {€, ¢}. En répétant le procédé pour toutes les parties de A de E, on met en
bijection I'ensemble des parties de E avec I'ensemble des n-uplets d’éléments de {€,¢}; d'ou :
card #(E) = 2".

IV.5.3 Exercices

IV.5.a. Développer : (a + b)°. nul, n:
n n
IV.5.b. Développer : (x +1)°. Y C’I; =y Clri _on-1
£ ) 4 - =
IV.5.c. Développer : (x +2)". kki) 0 kirkn p%ir

IV.5.d. Développer : (2x +3)*. IV.5.g. Démontrer que pour tous entiers natu-

IV.5.e. Exprimer plus simplement en fonction

n
de l'entier naturel n: ) C,’;Bk .
k=0
IV.5.f. 1. Exprimer plus simplement en fonction
n
de I'entier naturel nonnul, n: U, = Z C’,f[(—l)k
k=0
n
etV,=) Ck.
k=0
2. Démontrer que pour tout entier naturel non

relsnonnulsaetb:

a a

_ b
a+b — “a+b-1 +C

a+b-1-

IV.5.h. Résoudre dans N les équations sui-
vantes.

1. C5 = 55. 2. CI'™% = 66.
IV.5.i. Résoudre dans N les équations suivantes.

7 2 6 5
1. C7 =C2. 2. C8 =21C5.
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Chapitre V

Calcul des probabilités

V.1 Calculs de probabilités

V.1.1 Vocabulaire des événements

V.1.1.a Expérience aléatoire

— Lorsqu’on lance un dé, six résultats sont possibles: 1, 2, 3, 4, 5, 6.
On dit qu'on a réalisé une expérience aléatoire (ou épreuve) comportant 6 éventualités ou
issues et que I'univers associé a cette expérience aléatoire est: Q ={1;2;3;4;5; 6}.

— Le lancer de deux piéces de monnaies distinctes est une expérience aléatoire comportant 4
éventualités. L'univers associé a cette épreuve est: Q = {(P,P); (P, F); (F,P); (F,F)}.

Dans la premiére moitié de ce chapitre, les univers considérés sont des ensembles finis non vides.

V.1.1.b Evénements liés a une expérience aléatoire

DEFINITIONS V.1.1
Soit Q I'univers associé a une expérience aléatoire.

1) On appelle événement toute partie de Q.
(2) On appelle événement élémentaire tout singleton de Q.

Exemples Dans le lancer d’'un dé :
1. «obtenir un nombre pair » est 'événement {2;4;6} ;
2. «obtenir un nombre premier pair » est 'événement élémentaire {2}.

Dans une épreuve, un événement est réalisé s'il contient le résultat de I'expérience. Par exemple,
si on obtient « 4 » lors d'un lancer de dé, I'événement « obtenir un nombre pair » est réalisé.

Le tableau V.1 indique la signification des diverses expressions utilisées dans le langage des
événements.
Exemples Dans le lancer d’'un dé, on considere les événements A : « obtenir un nombre pair »;
B : « obtenir un nombre premier »; C : « obtenir 6 ».
1. Ona:AuB=1{2;3;4;5;6};AUB estl’événement « obtenir un nombre pair ou premier ».
Ona:AnB={2};ANB estI'événement « obtenir un nombre pair et premier ».
Les événements B et C sont incompatibles.
Ona:A=1{1;3;5};A est 'événement : « obtenir un nombre impair ».

AN
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‘ Vocabulaire des événements Signification ensembliste ‘ Notation ‘
Univers Ensemble Q Q
Eventualité ou issue Elément de Q o (weQ)
Evénement Partie de Q AAcCQ)
Evénement élémentaire Singleton {wHwe)
Evénement certain Partie pleine Q
Evénement impossible Partie vide %
Evénement « A ou B » Réunion des parties A et B AUB
Evénement « A et B » Intersection des parties A et B ANnB
Evénements A et B incompatibles Parties A et B disjointes ANB=9
Evénement contraire de A Complémentaire de A dans Q2 A

TABLE V.1 - Signification des termes de probabilités élémentaires.

V.1.2 Probabilité d’'un événement

V.1.2.a Introduction

On lance un dé bien équilibré ; 'univers associé a cette épreuve est: Q = {1;2;3;4;5;6}.
La chance d’apparition est la méme pour chaque face.
— Lévénement {2} a une chance sur six d’étre réalisé; on dit que la probabilité de cet événe-

1
ment est —.
- Lévénement {1;5} a deux chances sur six d’étre réalisé, on dit que la probabilité de cet évé-

1
nement est —.

1
— «obtenir un nombre pair » est 'événement {2;4;6}, dont la probabilité est 2

— L'événement certain a six chances sur six d’étre réalisé ; sa probabilité est 1.
- L'événement impossible n’a aucune chance d’étre réalisé ; sa probabilité est 0.

DEFINITION V.1.2
Soit Q 'univers associé a une expérience aléatoire.

Une probabilité sur I'univers Q est une application P de Z2(Q) vers [0;1], qui a toute partie A de

Q associe le nombre réel P(A) appelé probabilité de I'événement A et qui vérifie les conditions

suivantes :

— la probabilité d'un événement est la somme des probabilités des événements élémentaires qui
le constituent ;

— la probabilité de I'événement certain est 1;

- la probabilité de I’événement impossible est 0.

Remarques

1. La probabilité de I'événement élémentaire {w} est

notée P(w). o || -lo]]o,
2. Une probabilité P est parfaitement déterminée par la P | pi || pi| | pn

donnée des probabilités des événements élémentaires.

Exemples On lance un dé pipé dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
La probabilité d’apparition d’'un nombre pair est le double de la probabilité d’apparition d'un
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nombre impair et les probabilités d’apparition de deux nombres de méme parité sont égales.

1. Déterminer la probabilité d’apparition de chaque face du dé.

L'univers est : Q = {1;2;3;4;5; 6}. Soit p la probabilité d’apparition d'un nombre pair et q celle
d’un nombre impair. Ona: p = 2q.
Or:P(Q)=1;donc:3p+3qg= 1.2

1
Onendéduitque:q:§etp:—. w 11234 |5|6
Le tableau ci-contre donne la probabilité d’apparition de P(w) 1121112712
chaque face du dé. 91919191919
?

2. Quelle est la probabilité d’apparition d'un nombre inférieur ou égal a 4
La probabilité cherchée est celle de I'événement : A= {1;2;3;4}.

Ona:PA)=P(1)+P2)+P3)+PH) = %

V.1.2.b Equiprobabilité

Lorsque les événements élémentaires d'une expérience ont la méme probabilité, on dit qu’il y
a équiprobabilité.
Les situations d’équiprobabilité sont généralement suggérées par des expressions comme : « dé
parfait », « dé non pipé », « piece parfaite » « boules indiscernables au toucher », « cartes bien bat-
tues », « on tire au hasard » etc.

THEOREME V.1.1
Soit P une probabilité définie sur un univers Q.
card (A)

Dans I'hypothése d’équiprobabilité, pour tout événement A, on a: P(A) = adQ)’
car

Démonstration Les événements élémentaires ont tous la méme probabilité, soit p cette probabilité. Ona: P(Q) =1;
1

card (Q)°

donc: pcard(Q) =1;dot: p=
card (A)
card(Q)’

On en déduit que pour tout événement A, on a: P(A) = pcard (A) =

Remarque Les éventualités de A sont appelés cas favorables et celles de ), cas possibles.
nombres de cas favorables

On écrit souvent : P(A) = - .
nombres de cas possibles

Exercice V.1.1. On lance deux dés parfaits et on note la somme des nombres obtenus.
Quelle est la probabilité d’obtenir 10 ?

Solution L'univers Q est I'ensemble des couples d’éléments de : {1;2;3;4;5;6}.
On a : card (Q) = 6° = 36. « Obtenir 10 » est 'événement : {(4;6), (5;5), (6;4)}.

1
On est dans une situation d’équiprobabilité (dés partaits), donc la probabilité cherchée est : Iz O

Exercice V.1.2. On tire simultanément et au hasard 5 cartes dans un jeu de 32 cartes.

Quelle est la probabilité de tirer le roi de cceur ?

Solution L'univers Q) est 'ensemble des combinaisons de 5 cartes d’un jeu de 32, donc : card (QQ) =
C3, =201376.

Les cartes sont tirées au hasard, on est donc dans une situation d’équiprobabilité.

Soit A I'événement : « tirer le roi de cceur ». Réaliser A c’est choisir le roi de cceur puis tirer 4 cartes

parmi les 31 cartes restantes; donc : card (A) = C§1 =31465.

card (A 31465 5
La probabilité cherchée est donc : &) = =—=0,15625.0
card(Q2) 201376 32
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V.1.2.c Propriétés

THEOREME V.1.2
Soit P une probabilité définie sur un univers Q, A et B deux événements. On a:

(1) siAnB=@alors: P(AUB) =P(A) +P(B);
2) P(A)+PA) =1.

Démonstration
(0))] Sil'un (au moins) des événements A ou B est impossible, alors la propriété est évidente. En effet si A = @ alors :
P(AUB) =P(@uUB) =P(B) et P(A) + P(B) = P(¥) + P(B) =0+ P(B) = P(B).
Si les deux événements sont possibles, alors quitte a numéroter a nouveau les éventualités on peut supposer que :
A={w1;...;wp} et B={wpt1;...;0q}.
Onaalors: AUB = {w1;...;0q};
p q q
d'ott:P(A)+PB)=) P(w;)+ Y Pw;)=) P(w;)=PAUB).

i=1 i=p+1 i=1
) Pour B =A, on obtient: P(A) + P(A) = P(AUA) =P(Q) =1.0

Remarque Plus généralement, par récurrence, on déduit de (1) que siAy, ..., A, sont des événe-
ments deux a deux incompatibles, alors : P(A;) +---+P(A,) =P(AyU---UA,).

n n
Ce qui peut également s’écrire : P (U Ai| =) P@A).
i=1 i=1

On en déduit le théoreme suivant.
THEOREME V.1.3 THEOREME FAIBLE DES PROBABILI-

©@
TES TOTALES . A _@
Si{Aj,...,A,} estune partition 'd’'un événement A, alors : 3

Ay
P(A) =P(Ap) +---+P(A,).

THEOREME V.1.4
Soit P une probabilité définie sur un univers Q et A, B deux événements.

Ona:P(AuUB)=PA)+PB)-P(ANB).

Démonstration ) ) .
Notons A’ le complémentaire de An B dans A et B’ le complémentaire

de AnB dans B.
Ona:A=(ANnB)UA’, avec ANB) NA' =2;
donc:P(A) =P(ANB) +P(A).
Ona:B=(AnNB)UB, avec ANB)NB' =@;
donc: P(B) =P(AnB)+P(B).
Tout élément de AUB est soit élément de A mais pas de O
B, soit élément de B mais pas de A soit élément des deux.
{A;AnB,B'} est donc une partition de AUB. On en déduit que :
P(AUB)=P(A) +P(B') +P(ANB) .
P(AUB) = (P(A) +P(ANB)) + (P(B) +P(ANB)) -P(ANB) @
P(AAuB)=P(AnB)+P(AuUB)
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
Exercice V.1.3. Une urne contient 15 boules, numérotées de 1 a 15. On tire au hasard une boule et on désigne

par N son numéro. On désigne respectivement par A et B les événements « N est pair » et « N est multiple de trois ».
1. Déterminer la probabilité des événements A, B et ANB.
2. Calculer la probabilité des événements A, B et AUB.
Solution 1. L'universest:Q=1{1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12;13;14;15};
La boule est tirée au hasard on a donc équiprobabilité.

1
Pour tout événement élémentaire {»w}, on a donc : P(w) = I ;

ECOLE EUROPEENNE BRUXELLES I —2011-2012 6¢ 5 périodes



V.1. Calculs de probabilités 79

7 5
d'ot1:P(A) =P({2;4;6;8;10;12;14}) = E;P(B) =P(3;6;9;12;15}) = ==

W+~

etP(AnB) =P({6;12}) = %
- 8 _ 2
2.Ona.P(A)—1—P(A)—E, P(B)—l—P(B)—g,

et P(AUB) = P(A) + P(B) ~ P(ANB) = — 4+ — = = g o

V.1.2.d Evénements indépendants

DEFINITION V.1.3
H Soit P une probabilité définie sur un univers Q.

Deux événements A et B sont indépendantslorsque : P(ANB) = P(A) x P(B).

Dans le cas contraire, A et B sont dits dépendants.

Exemples

1. Dans une classe de 36 éléves, on aimerait savoir si les éleves littéraires sont meilleurs en sport
que les éléves non littéraires.

Un éléve est déclaré littéraire lorsqu’il a ob- Littéraires | Non littéraires | Total
tenu la moyenne en francais, sportif lors- Sportifs 18 6 24
qu’il a obtenu la moyenne en éducation phy- | Non sportifs 9 3 12
sique et sportive. Le tableau ci-joint récapi- Total 27 9 36
tule les résultats de I'enquéte menée dans TABLE V.2 — sportifs & Iittéraires

cette classe. = o o )
On choisit au hasard un éleve et on considere les événements suivants.

S : «I'éléve est sportif »
L : «I'éleve est littéraire »

2 3 1
Ona:P(S) = §’P(L) =2 etP(SNL) = X donc:
P(SNL) =P(S) x P(L)

Les événements S et L sont indépendants.
2

18
Si on choisit un littéraire au hasard, la probabilité pour qu’il soit sportif est : 27 -3
6
Si on choisit un non littéraire au hasard, la probabilité pour qu'il soit sportif est encore : — =

Wil

Dans cette classe, les littéraires ne sont ni plus ni moins sportifs que les non littéraires.

2. Une classe comprend 15 filles et 21 garcons.
On demande des volontaires pour former une

équipe de football mixte, on obtient les résul- Filles | Garcons | Total
tats ci-contre. On choisit un (ou une) éléve au Volontaires ) 16 24
hasard dans la classe et on considére les événe- |nNo-Volontaires 7 5 12
ments F : «I'éléve est une fille » et V : « I'éléve Total 15 21 36
est volontaire » b 2 2 TABLE V.3 - Volontaires par genre
Ona:PF)=—;PV)==-etP(VnF = —;

12 3 9
donc:

P(FNV) #P(F) x P(V)
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Les événements F et V sont dépendants.

8

Si on choisit une fille au hasard, la probabilité pour qu’elle soit volontaire est : It
16

Si on choisit un garcon au hasard, la probabilité pour qu’il soit volontaire est : T

Plus généralement, on définit 'indépendance de n événements.

DEFINITION V.1.4
Soit P une probabilité définie sur un univers Q.

n événements Aj,...,A, sont indépendants lorsque pour tout sous-ensemble {ij,...,i,} de
{1;...;n},ona:

p

p
ﬂ Ajy
k=1

p
=[[PA).
k=1

Remarque Les considérations précédentes permettent de calculer la probabilité de An B lorsque
A et B sont des événements indépendants. Cette indépendance peut étre signalée dans I'énoncé.
Mais elle peut aussi découler des conditions de I'expérience; ainsi, il y a indépendance entre les
résultats :

— de tirages successifs avec remise;

- de jets successifs d’'un dé, ou d’'une piéce de monnaie.

1
Exercice V.1.4. On joue a pile ou face avec une piéce tordue ol la probabilité d’obtenir face est 3 et celle d’ob-

2
tenir pile —. On lance neuf fois cette piéce. On désigne par F, I'événement « obtenir face au 1¢" lancer » puis F. ...
Quelle est la probabilité de 'événement (F, etF, etFy) 2
Solution Les événements F1, F, et Fg sont indépendants donc :

1 3
P(F) et F et Fg) = P(F}) x P(Fy) x P(Fg) = (5) a
Exercice V.1.5. Un joueur de fléchettes dispose d’une cible carrée d’'un métre de cé6té. Il lance une fléchette, on

suppose qu'il plante la fléchette dans la cible, mais n’importe ot dans la cible. Ainsi la probabilité que la fléchette
se plante dans une région R est I'aire, en métre carré de cette région. Par abus de langage nous identifierons la ré-

gion et 'événement correspondant. On considére les événements suivants. A N ;B 4 ;C "] ; )] X X
1. Démontrer que les événements A, B, C et D sont deux a deux indépendants.
2. Les événements A, B, C sont-ils indépendants ?

3. Les événements A, B, C, D sont-ils indépendants ?
Solution 1. Les aires des régions A, B, C, D représentent chacune la moitié de I'aire de la cible,
donc:

PA)=PB)=P(C)=PD) = %
Dot :
PA) xP(B)=PA) xP(C)=PA) xP(D)=PB)xP(C)=PB)xP(D)=P(C)xPD) = i

Les intersections sont définies par : ANB[4; AnCN;AnD4;BnCcd;BnD[4;cnDN
Les aires de ces intersections représentent chacune le quart de I'aire de la cible aire ; donc :

P(ANnB)=PANC)=P(AND)=PBNC)=PBND)=P(CND) :i

Les événements A, B, C et D sont donc deux a deux indépendants.

2. On sait déja que les événements A, B, C sont deux a deux indépendants, pour savoir s’ils sont
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indépendants il ne reste plus qu’a comparer P(A) x P(B) x P(C) avecP(ANBNC). Ona:P(A) xP(B) x
1
P(C)=-.
(9] 3

1
ANBnNC estlarégion :E;donc:P(AanC) = 3

Par conséquent les événements A, B, C sont indépendants.
3. On sait déja que les événements A, B, C, D sont deux a deux indépendants, pour savoir s'ils

sont indépendants il ne reste plus qu’a savoir si, lorsqu’on en choisit trois ou lorsqu’on choisit les
quatre, la probabilité de I'intersection est le produit des probabilités.

1
D’apres I'étude menéeen 1. :AND =BnD;donc:AnBND=AnD;dou:P(ANnBND) = i

1
Or:P(A)xPB) xP(D) = 5
Les événements A, B, C, D sont donc dépendants. O

V.1.3 Probabilités conditionnelles

Dans cette partie, un univers Q est muni d’'une probabilité P.

V.1.3.a Introduction
Soit A et B deux événements (P(A) # 0). On cherche a connaitre la Q
probabilité que B se réalise sachant que A est réalisé. On appellera
probabilité de B sachant A cette probabilité et on la notera : P (B)
ou P(B|A).

Pour répondre a cette question, il suffit en fait de prendre A
comme nouvel univers. La probabilité sur ce nouvel univers est
notée Po. On doit avoir: Po(A) = 1; on choisit donc de définir, pour

tout événement B, P5(B) par: @

P(BNA)
P(A)

DEFINITION V.1.5 PROBABILITE CONDITIONNELLE
Soit A un événement de probabilité non nulle.

Pa(B) =

P(BNA)

La probabilité sachant A, notée P,, est la probabilité définie par: Po(B) = A

Exemples Reprenons les exemples de la définition V.1.3 (événements indépendants) page 79.

1. On choisit un éléve au hasard, sachant qu'il est littéraire, quelle est la probabilité pour qu’il
soit sportif?

Solution P; (S) =
0 L(S) P
On remarque que : P1(S) = P(S).

2. Onchoisit une éléve au hasard, sachant qu’il est littéraire, quelle est la probabilité pour qu’elle
soit volontaire pour jouer au football ?
Solution p —
0 r(V) PE

On remarque que : Pp(V) #P(V).

PSNL) _2 5_2
53 3

P(VRF) 2 12 8
==X — = —,
9 5 15

Remarque Dans les exemples ci-dessus, les probabilités conditionnelles peuvent s’obtenir par lec-
ture directs dans les tableaux V.2 et V.3 pages 79 et 79.
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THEOREME V.1.5
Soit A et B deux événements tels que : P (A) # 0.

(€))] A et B sont indépendants si et seulement si : Py (B) = P(B).
(2) P(ANnB) =PaA(B) x P(A).

Démonstration PBAA
1) Po(B) =P(B) < (P(Z) ) =P(B) < P(A) x P(B) =P(BNA).

(2) C’est une conséquence de la définition V.1.5. O

V.1.3.b Arbres pondérés

Pour schématiser une situation et effectuer rapidement les

calculs demandés, on représente souvent la situation étu- 1
diée par un arbre pondéré. 3/F —Vetr
L'arbre ci-contre représente le situation du tableau V.3 page % V\_ B
79. D’aprés ce tableau : . % F—VetF
PV) = F ;P(VNF =—. ¢

V=3 =3 PR =55, =5 \\\V»m F—V et F
Déterminer la probabilité des événements : VNF; VN F; ~
VNnFetVnF. \ﬁ—ﬂ_/etF

Combien vaut la somme des probabilités des événements:
VNEF;VNnF;VnFetVnF.

Remarque Un arbre pondéré est une représentation intuitive permettant une utilisation simpli-
fiée du théoreme V.1.5.

V.1.3.c Théoreme des probabilités totales
On se propose d’utiliser I’arbre pondéré ci-dessus pour déterminer P(F).

{V,V} est une partition de I'univers Q, donc {Vn F,VNF} est une partition de E En utilisant le théo-
reme faible des probabilités totales (théoréme V.1.3 page 78) on en déduit que :

P(F)=P(VNF)+P(VNEF)

or:

8 — — 7 7
=36 et P(VNF)=P(V)xPg[F) =~

2
P(VNF) =P Py(F) =— — =
(VNF) =P(V) xPy(F) = 3" 312" 36

donc:

P(F)=—
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Plus généralement, si {By,...,B,} est une partition de
I'univers Q, alors pour tout événement A :
{B1NA,...,B,NA}; est une partitionde Aetona: o)

PA) =PB1nA)+---+PB,NA).

On en déduit le théoreme suivant :
THEOREME V.1.6 THEOREME DES PROBABILITES

TOTALES
Si{By,...,B} estune partition de I'univers Q telle que

pour tout i : P(B;) #0;
alors pour tout événement A :

P(A) = P(By) x Pg, (A) +---+ P(B,) x Py, (A).

V.1.3.d Exercice résolu

Exercice V.1.6. Un sac contient 5 billes blanches et 8 billes noires, indiscernables au touché. On tire succes-
sivement et sans remise trois billes.

1. Décrire I'univers.

2. Déterminer la probabilité de chaque événement élémentaire.

3. Déterminer la probabilité d’obtenir une bille blanche au troisiéme tirage.

4. Déterminer la probabilité d’obtenir une bille blanche au deuxiéme tirage.

5. Déterminer la probabilité d’obtenir une bille noire au deuxiéme tirage et une bille blanche au troisiéme tirage.

6. Déterminer la probabilité d’avoir obtenu au deuxiéme tirage une bille noire, sachant que la bille obtenue au
troisiéme tirage était blanche.

Solution 1. A chaque tirage on peut obtenir soit une bille blanche (B) soit une bille noire (N).
L'univers est donc I'ensemble des 3-listes d’éléments {B,N} ou, par exemple, (B,N,N) représente
I'éventualité : « tirer d’abord une bille blanche puis deux billes noires ».

2. Désignons par B; I'événement : « obtenir une bille blanche au 1¢' tirage » et définissons de méme
By, B3, N1, Ny et Ns. Les billes sont indiscernables au touché, on a donc équiprobabilité a chaque
tirage; ce qui signifie qu’a chaque tirage la probabilité d’obtenir une couleur est le quotient du
nombre de billes de cette couleur par le nombre total de billes dans le sac.
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5 8
8 billes noires; donc : P(B1) = It etPN)) = —
Si B; est réalisé il reste alors 4 billes blanches et

1 Bs— (B,B,B)
PB1 (By) = g et

8 billes noires dans le sac; d’ou :

=
N

Pg,(N2) == N3— (B,B,N)

En poursuivant ce raisonnement jusqu’a I'élimi-

nation de tous les cas possibles, on obtient I'arbre
pondéré ci-contre dont on déduit par exemple que :

2 7 70
P(B,N,N) = =—.
13 3 11 429

En procédant de méme pour toutes les éventualités,
on obtient I'arbre pondéré ci-contre d’ou I'on tire le

B;— (B,N,B)

Z
)

N3——(B.N,N)

B;—— (N,B,B)

.
/ o
(w3}
©
Sl
o]
[\

fefie ol

tableau ci-dessous. N3— (N,B,N)
= N;
Evénement | (B,B,B) | (B,B,N) | (B,N,B) | (B,N,N) B, (NN.B)
. 15 40 40 70 7
Probab111te E E E E 12 NZ
Fvénement || (N,B,B) | (N,B,N) | (N,N,B) | (N,N,N) & “N3——=(N.N,)N)
e 2 40 70 70 84
Probabilité — — - el
429 429 429 429
3.0na:Bs= {(B,B,B), (B,N, B), (N,B,B), (N,N,B)} ;donc:
15+40+40+70 5
P(B3) = =
429 13
4.0na:B, ={(B,B,B),(B,B,N),(N,B,B),(N,B,N)} ; donc:
15+40+40+70 5
P(By) = =—.
429 13

5.0na:N,nB3={(B,N,B),(N,N,B)}; donc:

P(No (B )_4o+70_ 10
2T 09 T 39’

P(N2NBy) 10 13 _2
Pg,(N2) = ——— —==;
P(B3) 39 5 3
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V.2 Variable aléatoire

V.2.1 Introduction

On lance deux dés bien équilibrés (un vert et un rouge) et on s’intéresse
alasomme, X, obtenue.

L'univers est 'ensemble des couples d’éléments de {1;2;3;4;5;6} donc: | )

card (Q2) = 36; les dés étant bien équilibrés, chaque événement élémen- |1 (2 (3|4 (5|67
taire a la méme probabilité : 36" L'ensemble des valeurs possiblede X [2 (3[4 [(5|6|7 |8
est:{2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12}. On désigne par: X=2; 'événement: (3|4 |5|6 (7|89
«la somme obtenue est 2 ». Afin de mieux connaitre la « loi de probabi- |4 {567 |8]9]10
lité de X », on dresse le tak_})leau ci-contre. Lévénement : X = 8; est réalisé s1el718]9 10011
5 fois, donc: P(X=8) = % 6l718l9l10l11l12

En procédant de méme pour tout les valeurs possibles de X, on obtient
le tableau ci-dessous.

n 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 |11 | 12
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
36 |36 1 36 |36 |36 | 36 |36 | 36 | 36| 36| 36
DEFINITION V.2.1

H On appelle variable aléatoire X sur un univers Q toute application de Q vers R.

PX=n)

Notations et vocabulaire

1. X(Q) est appelé univers image de Q) par X.

2. (X=x;)désigne'événement « X prend la valeur x; ».

3. (X< a)désigne I'événement « X prend une valeur inférieure ou égal a a ».

DEFINITION V.2.2
Soit P une probabilité définie sur un univers Q.

La loi de probabilité d’'une variable aléatoire X sur Q est 'application qui a toute valeur x; prise par
X associe P(X = x;).

Il est d'usage de représenter une loi de probabilité par un tableau
n

et il recommandé de vérifier que : Z pi=1. PX=x) [ p1 | p2| | pn
i=1

V.2.2 Fonction de répartition d’'une variable aléatoire

DEFINITION V.2.3
Soit une variable aléatoire X définie sur un univers Q2 muni d'une probabilité P.

La fonction de répartition de X est I’application F de R vers [0,1] définie par:

F(x) =PX< x).

Exemple Reprenons I'exemple introductif; F est définie par :
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0 ,six<2; -
. - e — -
% ,812<x<3; S ittt -e—0
33T
e me e e e -—o0
> i3<x<4; 30T
35 »SI3< ; 30 T —o0
36:
2, sid<x<5; 1 —-o
% ,8I5 < x<6; +
211
%:: ———————————————— -—0
% ,SI6<Xx<7; T
F(x)=<21 15T
55 »SI7Tsx<8; 3L T T 7T —o
26 . . T
56 »SI8sx<9; %: ___________ —0
30 . . 1
5 »SI9sx<10; %: _________ —o0
. 3 T
% ,sil0<x<11; i —o
L T3 . S | | | | | | | | | | | |
ﬁ ,11<x<12 I 1 1 1 hd I I I I I I I I I I I I 1
36 SILLS r =2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 ,sil2<x.
Remarques

1. Festune fonction en escalier, définie et croissante sur R.
2. Lareprésentation graphique de F est I'équivalent, en probabilité, de la courbe des fréquences
cumulées croissantes en statistique.

V.2.3 Caractéristiques d’une variable aléatoire

V.2.3.a Espérance mathématique

Un casino propose le jeu suivant : le joueur mise 16 euros, lance un dé bien équilibré et la
banque lui rembourse le carré du nombre obtenu. Ce jeu est-il avantageux pour le joueur ?
Désignons par X le gain, en euros, du joueur pour une partie. S’il obtient 6 on lui rembourse 36, il

a donc gagné 20 euros.
Luniversest: Q={1;2;3;4;5, 6};
I'univers image est donc :

i =15 -12 | -7 0|9 | 20

X(Q) = {=15;-12;-7;0;9:20}. il
L 2 . el L. e s 1 1 1 111 1
Le dé étant bien équilibré, on a équiprobabilité | P(X = x;) — Z S e R
6 6 6 | 66| 6

sur 'univers et dong, ici, sur I'univers image; on

en déduit la loi de probabilité de X.
Sur un 600 parties un joueur réalisera en moyenne 100 fois chaque événement élémentaire. Le

gain moyen par partie sera donc:

1 5
505 (100 (15) + 100 x (~12) + 100 x (=7)+ 100 x 0+ 100 x 9 + 100 x 20) =~

5
On peut donc espérer perdre en moyenne — € par partie.

5 1 1
Onremarqueque: —=—-15x=—=12x==7x =+0x =+9x = +20 x —.
6 6 6 6 6 6

Plus généralement, on a la définition suivante.

ECOLE EUROPEENNE BRUXELLES I —2011-2012 6¢ 5 périodes



V.2. Variable aléatoire 87

DEFINITION V.2.4
Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs xi,...,x, avec les probabilités respectives

pl, ceey pn.
On appelle espérance mathématique de X le nombre réel, noté E(X), défini par :

n
EX) =x1p1+-+Xnpn =) Xipi-
i=1

Remarques
1. L'espérance mathématique est I'équivalent, en probabilité, de la moyenne en statistique.
2. L'espérance est donc une caractéristique de position.

3. Pour une variable aléatoire constante w — A, (x; =---=x,=A)ona:EA) =A.
X; X1 Xp | ot Xn Total
4. Pour calculer I'espérance d’'un variable aléa- | P(X= x;) p1 p2 | - Pn 1
toire, il peut-étre commode de reprendre la ta- Xipi xXi1p1 | X2 | =+ | Xxppn | EX)
bleau de la loi de probabilité de la facon sui-
vante.

Exercice V.2.1. Calculer I'espérance de la variable aléatoire de 'exemple introductif (§ V.2.1 page 85).
Solution

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 Total
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
PX=n) |— | = | = | = |2 |=|2|=|=|=|=] 1
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
2 6 12 | 20 | 30 | 42 | 40 | 36 | 30 | 22 | 12
nPX=n) | =|—=|=|=|=|=|=|=|=|=| = |EX=7
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

L'espérance mathématique de X est donc : 7.0

V.2.3.b Variance, écart type

La variance et I'écart type sont des nombres réels positifs qui traduisent la
facon dont sont dispersées les valeurs d'une variable aléatoire autour de son n 10
espérance; plus la variance et I'écart type seront grands plus les valeurs se- | PX=n) || 1

ront dispersées. Ce sont des caractéristiques de dispersions. Dans une classe

un devoir a été donné dans deux matiéres, on choisit un éléve au hasard et n 0120
on désigne par X sa note dans la premiére matiere et par Y sa note dans la P(Y = n) 111
seconde matiere. Les lois de probabilités des variables aléatoires X et Y sont 212

données dans les tableaux ci-contre. . N
Dans les deux cas 'espérance est 10 et pourtant les résultats de la classe dans les deux matieres

sont, en un certain sens, opposés : dans la premiére tous les éleves ont 10 et dans la seconde les
notes sont réparties aux extrémes.

DEFINITIONS V.2.5

Soit X une variable aléatoire.

(1) On appelle variance de X le nombre réel, noté V(X), défini par: V(X) = E((X— E(X))z).

(2) On appelle écart type de X le nombre réel, noté o (X), défini par: o0(X) = v/V(X).

Remarques

1. Lavariance est donc la moyenne des carrés des écarts a la moyenne.

2. La variance étant une moyenne de carrés, on a introduit sa racine carrée pour mieux rendre
compte de la dispersion.
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3. Ladéfinition de la variance n’est pas tres pratique pour les calculs.

V.2.3.c Propriétés de I'espérance et de la variance

THEOREME V.2.1
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme univers Q et A un réel.

1) EX+Y) =EX) +E(Y);
(20 EX+AN)=EX) +A;
3) EAX) =AEX);

4) EX-EX)) =0;

(5) VX+A) =VX);

6) VX =AVX).

Démonstration Notons w; (1 < i < n) les éventualités et p; les probabilités des événements élémentaires associés.
n n
(1)  Ona:EX) =) X(w;)p;etEY) =) Y;)p;.
i=1 i=1

n n n n
Deméme: EX+Y) ) X+Y)(0)pi =) (Xw)pi+Y(w)pi) =) X)pi+ ) Y)p; =EX) +E).
i=1 i=1 i=1 i=1
2) On déduit (2) de (1) en prenant pour Y la variable aléatoire constante w — A.
n

n
(3  EAX) =) MXw)pi =) X(w;)p; = AEX).
i=1 i=1
(4)  Dapres l(z) (avec A = —E(IX)) :EX-EX)) =EX) -EX) =0.

(8)  VX+A) =E((X+A-EX+ )\))2) = B((x+A-E00 - )\)2) = E((X—E(X))Z) = V(X).
©® VX =E((Ax- E()\X))Z) = B((Ax- )\E(X))Z) = B[\(x- E(X))Z) = NE((x- E(X))Z) = \V(X).O
Remarques
1. Enpratique toutes ces propriétés sont naturelles, afin de les illustrer prenons pour univers une
classe ot1 un devoir a été donné; la moyenne de la classe est5 et la variance 3. On considere I'expé-
rience aléatoire suivante : on choisit au hasard un éléve et désigne par X sa note. X est une variable
aléatoireetona:E(X) =5 et V(X) = 3.

Si on décide d’ajouter 1 point a chaque éléve, alors la moyenne augmentera de 1 point :
EX+1)=EX)+1=6.
En revanche le fait d’ajouter 1 point a chaque éléve ne changera pas la facon dont les notes sont
réparties autour de la moyenne, c’est-a-dire : V(X+ 1) = V(X).

Sion décide de multiplier par 2 la note de chaque éléve, alors la moyenne sera multipliée par 2
elle aussi : E(2X) = 2E(X) = 10.
De plus en multipliant par 2 les notes, on multiplie également par 2 les écarts a la moyenne et donc
par 4 leur carré; par conséquent : V(2X) = 4V(X).
2. Pourdonner un sens intuitif a la propriété (1) gardons I'exemple de la classe. Un devoir consti-
tué d’un exercice sur 7 points et d’'un probléme sur 13 points a été donné. Cette fois-ci X désigne
la note obtenue a 'exercice et Y la note obtenue au probléme. La note obtenue au devoir est alors
X +Y. La moyenne de la classe au devoir est la somme des moyennes de I'exercice et du probléme :
EX+Y) =EX) +E().
3. On déduit des deux derniéres propriétés que : 0(X+A) = 0(X) et a(AX) = |A|lo(X).
4. On déduit des propriétés (1) et (3) que pour tous réels«, p; on a : E(aX+fY) = aE(X) + BE(Y).
On dit que I'espérance est linéaire.

D’apres le théoréeme V.2.1 'espérance de la somme de deux variables aléatoires est la somme des
espérances. Il est donc naturelle de se demander s’il n’en est pas de méme pour le produit. Prenons
un exemple.
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On dispose de deux rectangles, les dimensions de 'un sont 2 par 3 et celles de 'autre sont 4 par 5.
On choisit un rectangle au hasard et on désigne par ¢ sa largeur et L son longueur. L'aire est donc
la variable aléatoire L¢.

La moyenne des largeurs est : E(¢) = 3.

La moyenne des longueurs est : E(L) = 4.

Les aires sont 6 et 20 donc: E(L¢) = 13.

On constate, ici, que : E(L¢) # E(L) x E(£).
Nous avons précédemment remarqué que la définition de la variance ne conduisait pas a un
calcul aisé. le théoreme suivant remédie a cette carence.
THEOREME V.2.2 FORMULE DE KONIG *
| SoitX une variable aléatoire. Ona:  V(X) = E(X*) - E*(X).

Démonstration Par définition :
V() = E((X-E(0)?) = E(X? - 2B() X+ E(X)).
—— ———
o p
Donc par linéarité et d’apres le propriété (2) du théoreme V.2.1 :
V(X) = E(X?) - 2EX)EX) + E*(X);

d’ot1l'on tire : V(X) = E(X?) - E*(X). O
Exercice V.2.2. Calculer la variance et I'écart type de la variable aléatoire de I'exemple introductif (§ V.2.1 page

85).
Solution
n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Total
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
PX=n) [|[=|=|=|=|=| =|=|=|=| = |= 1
36 | 36 | 36 | 36 | 36 36 36 36 36 36 36
1 3 6 10 | 15 21 20 18 15 11 6
nPX=n || = ||| = | = | S| || = || E®=7
18 | 18 | 18 | 18 | 18 18 18 18 18 18 18
2 2 9 24 | 50 | 90 | 147 | 160 | 162 | 150 | 121 | 72 9 329
PPX=n)||l= | == | S| S| = | = | = || = | = | ExH=—"
18 | 18 | 18 | 18 | 18 18 18 18 18 18 18
_ N 329 35
La variance de X est donc : V(X) =E(X") - E“(X) = e —49= s
1 e 1 35
On en déduit I'écart type : (X) = 5 O
V.2.4 Variables aléatoires indépendantes
V.2.4.a Loi produit
DEFINITION V.2.6
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme univers Q et X(Q) = {x1,---, x5}, Y(Q) =

{y1,-*+, ¥4} leurs univers images respectifs.
La loi couple (X,Y) est I'application de X X Y vers [0; 1] qui a tout couple (x;, y i) associe la probabi-
lité de I'événement (X = x;) et (Y = y;).

Exercice V.2.3. On lance un dé bien équilibré et on considére les variables aléatoires X et Y définies par :
0 , siw est pair; 5 ,si w estun nombre premier;
X(w) = Y(w) =
1 , siw estimpair. 10 , siw n’est pas premier.

2. KONIG, Johann Samuel (1712-1757)
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Déterminer la loi couple (X, Y).

Solution Les images de I'univers Q) par X, Y et (X, Y) sont données dans le tableau V4. On sait de
plus que le dé est bien équilibré, on a donc équiprobabilité sur Q). La loi couple (X, Y) est donc dé-
terminée par le tableau V.5. Pour construire ce dernier, on utilise le tableau V.4 : X=1etY=5) =

2 1
3;5};donc:P(1;5)=—-=-.
{3;5} (1;5) 573
Y
o 2 3 4 5 6 x 5 |10
X(w) 0 1 0 1 0 T 1
Y(w) 10 5 5 10 5 10 0 513
X Y)(w) | (1;10) | (0;5) | (1;5) | (0;10) | (1;5) | (0;10) ) 111
TABLE V4 - Images de Q par X, Yet (X, Y). 3] 6

TABLE V.5 - Loi couple de (X, Y).

Remarques
1. La loi couple est aussi appelée
loi de probabilité conjointe ou loi de

probabilité simultanée ou encore loi Yl

de probabilité produit; les probabili- e 5 10 Total
tés contenues dans le tableau V.5 sont 1 1 1
alors appelées probabilités conjointes 0 P 3 PX=0)= 5
ou probabilités simultanées. 1 1 1
2. Dans le tableau V.5 si on ajoute 1 = - PX=0)=-
une ligne et une colonne « Total », on 3 6 2
obtient le tableau V.6 ou les lois de Total| P(Y=5) = L P(Y=10) = 1 1
probabilités des variables aléatoires 2

X et Y apparaissent dans les marges. TABLE V.6 — Lois marginales.

Ces lois sont alors appelées lois mar-

ginales

V.2.4.b Variables aléatoires indépendantes

Exemples
1. Reprenonsl’exemple du § V.2.4.a. D’apres le tableau V.6 on constate que les événements (X = 0)
1 1
et (Y =5) sont dépendants; en effet :P(X=0etY=5) = 6 etPX=0)xP(Y=5)= e
On dit alors que les variables X et Y sont dépendantes.
2. Onlance un dé bien équilibré et on considére les variables aléatoires X et Y définies par :
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V.2. Variable aléatoire 91

0 ,siw est pair; ® 1 2 3 4 5 6
X(w) = X(w) 1 0 1 0 1 0
1 , siw estimpair. Y(w) 5 5 10 10 10 10

X, Y)(w) | (1;5) | (0;5) | (1;10) | (0;10) | (1;10) | (0;10)

TABLE V.7 - I Q XYet(XY,
5 sio<2: 7 —Images de Q) par et(X,Y)

Y(w) = Y
10 ,si2<o X > 10 Total
1 1 1
0 = - P(X=0)==
6 3 2
Les images de I'univers Q par X, 1 1 1
Y et (X, Y) sont données dans 1 5 3 PX=1)= 2
le tableau V.7. On sait de plus 1 2
que le dé est bien équilibré, on Total || P(Y=5)= 3 | POY=100=2 1

a donc équiprobabilité sur Q). La
loi conjointe et les lois margi-
nales sont déterminée par le ta-
bleau V.8.

On constate que chaque probabilités conjointe est le produit des probabilités marginales asso-
ciées; parexemple :P(X=0etY=10) = 3 = > x % =PX=0)xP(Y=10).

On dit que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

TABLE V.8 — Loi couple de (X, Y).

DEFINITION V.2.7
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme univers Q et X(Q) = {x1,---, x5}, Y(Q) =

{y1,-++, ¥4} leurs univers images respectifs.
Les variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes lorsque pour tout x € X(Q) et tout y € Y(Q2),
les événements (X = x) et (Y = y) sont indépendants.

Remarques
1. La condition d'indépendance peut s’écrire également, pour tout x € X(Q) et tout y € Y(Q) :

P(X=xetY=y)=PX=x)xP(Y=y)
ou encore, pour tout w € Q:

PX=X(w) etY=Y(w)) =PX=X(w)) xP(Y=Y(w))

2. Deux variables aléatoires sont indépendantes si et seulement si le tableau de leur loi conjointe
est un tableau de proportionnalité.

THEOREME V.2.3
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme univers Q et X(Q) =

{x1,-+, xn}, Y(Q) = {y1,---, y4} leurs univers images respectifs.
1) EXY) = E(X) x E(Y).
(2) VX+Y)=VX)+V(Y).

Démonstration  Le formalisme utilisé dans cette démonstration n'est pas au programme de terminale, c’est dé-

monstration peut donc étre omise en premiere lecture et est de toute facon réservée a des lecteurs motivés.
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(1) EX)xE®)

( Y xPX=x)|xEM)

xeX(Q)

= ) (xPX=x) xEM)
xeX(Q)

= Z XPX=x) x Z yP(Y:y)]
xeX(Q) YEY(Q)

= Z [ Z (xP(X:x)xyP(Y:y))]
xeX(Q) | yeY(Q)

Y [xyP(X=xetY=y)]

xeX(Q)
YeY(Q)

= EXY)
(2) (2) se déduit de (1) en utilisant la linéarité de 'espérance et la formule de Konig.
VX+Y) =E(X+Y)?) - (EX+Y)° (formule de Konig) O

= B(X? + Y%+ 2XY) - (EX) +E(V))°

= B(X? + Y2 +2XY) - (E2(X) + E2(Y) + 2EQOE(Y))°

=EX?) +E(Y?) + 2E(XY) - E*(X) —E*(Y) - 2E(X)E(Y)  (linéarité de I'espérance)
=EX?) - E2(X) + E(Y?) - E2(Y) (d’apres 1)

=VX) + V() (formule de Konig)

V.3 Lois de probabilités discretes

V.3.1 Loibinomiale

V.3.1.a Schéma de Bernoulli

DEFINITION V.3.1
| On appelle épreuve de Bernoulli une épreuve a deux issues possibles.

Exemple On lance un dé bien équilibré et on cherche a faire un 1. Désignont par S I'événement : « ob-

— 1 - 5
tenir 1 »; et par S I'événement contraire. On a ici: P (S) = P etP (S) = 3

Remarque Il est d’'usage d’appeler succes I'issue recherchée et de la noter S.

DEFINITION V.3.2
On appelle expérience ou schéma de Bernoullila répétition n fois, de facon indépendante, d'une

épreuve de Bernoulli.

V.3.1.b Loi binomiale

DEFINITION V.3.3
On appelle loi binomiale de parametres n et p la loi de probabilité de la variable aléatoire dési-

gnant le nombre de succes dans un schéma de Bernoulli ou I’épreuve de Bernoulli a été répétée n
fois et ou1la p désigne la probabilité de succes a une épreuve.

Notations et vocabulaire Cette loi de probabilité est notée : %B(n, p).

Exemple Reprenons le jeu de dés ou il faut faire un as. On lance quatre fois le dé et on et on dé-
signe par X le nombre de succes. la loi de probabilité de X est la loi binomiale de parameétres 4 et

s Déterminons la probabilité de I'événement (X = 2).
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On a : (X' = 2) = {(S) S) S’ S)’ (S’ S) S) S)) (S) S’ S’ S)) (S) S) S) S)’ (S’ S’ S) S)) (S) S’ S’ S)}'
Considérons les événements Sy, Sy, ..., S4, S4 oll, par exemple, Sz désigne I'événement : « obtenir

un succes au troisieme lancé ». On a alors : {(S,S,S,S)} =S1 NS, N S3NSy. Les résultats des diffé-
rents lancés sont indépendants donc :

P(S,S,S,S) :P(SlﬂSZHSgﬁS4) )
=P (S1) x P(S2) x P(S3) x P(S4)
1\3(5)?
(e
_

64
On démontre de méme que les quatre événements élémentaires qui constituent I'événement (X =
25 25 25
2) ont tous pour probabilité — ; on déduit que :P(X=2) =4 x — = —.
) POtTP 6 d =2 64 324

plus généralement, dans la loi binomiale 28(n, p), la probabilité d’échec a une épreuve est : g =
1 - p. Considérons ’événement (X = k) ou1 0 < k < n. pour réaliser un tel événement, il faut obtenir
k succes et n— k échecs. On peut donc choisir les k épreuves parmi 7 ou on aura un succes et pour

n

les n — k épreuves restantes on aura un échec. Il y a donc i éventualités qui réalisent I'événe-
ment. De plus chaque événement élémentaire inclus dans I’événement (X = k) a pour probabilité :
p¥q"*; on en déduit que : P(X = k) = (k)pkq” k

THEOREME V.3.1
Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est la loi binomiale de parametres n et p.

(1)  Pourtoutentier ktelque:0<k<n;ona:PX=k)= (k) pcqk.

2 EX =np.
@) VX =npq.

Démonstration (@) La propriété (1) a été démontrée dans I'étude ci-dessus.
(2) Calculons E(X). Par définition :

n n[

EX) = Zk() Z oo k)!pkqn—k

Onen deduit que

EX) Z k——— Kn k)' p q”‘k , car pour k =0 le terme est nul
) k
— n—
_g e
n 1 !
Z (n-1)! k=lgn-1-=1)  hosons:i=k—1
— (k—D!(n-1-(k-D1)!
-1
(n-1)! i (n-1)-i
=n _—
P EO i((n-1)—i)!
=npp+q)"! , d’aprés la formule du bindme de Newton
= np
3) Calculons V(X).On a:
V(X) =EX?) -E*(X) , par le formule de Konig
=EX?-X)+EX)-E?(X) , parlinéarité de I'espérance

=E(XX-1)+np-n°p* ,dapres(2)
On adeplus:
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n
E(XX-1) k(k 1)— q" , par définition de %8(n, p)
e
n!
= Z (k- l)ﬁpkq -k , car les deux premiers termes de la somme sont nuls.
k=2 " )
— n—
‘Z(k DU - o
(n-2)! k=2 (n-2)-(k-2) .
1 , i=k-2
n(n-1)p* Z(k (n—2)- (k—2))!p q posons
n-2
2 2 (n-2)! i (n-2)-i
(= mp ,;)i!((n—z)—i)!p 7
(n -np 2( p +q"” , d’apres la formule du bindme de Newton
=n’p® - np®

On en déduit que : V(X) = n®p® — np® + np—n*p* = np(1 - p) = npq.0

Remarque En utilisant la formule du binome de Newton, on vérifie que la somme des probabilités
de la loi binomiale est 1.
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Chapitre VI

Géométrie dans I’espace

Bien souvent les propriétés et les concepts qui seront étudiés dans ce chapitre étendent a 'espace
des propriétés et des concepts bien connus dans le plan.
Tous les théorémes de géométrie plane sont applicables dans tout plan de I'espace.

VI.1 Rappels

VI.1.1 Lesvecteurs de l'espaces

VI.1.1.a Définition

Comme dans le plan, un vecteur de 'espace est déterminé par sa direction, son sens et sa norme.
Ainsi deux vecteurs non nuls sont égaux si, et seulement, si ils ont méme direction, méme sens et
meéme norme.

Remarques

1. Soit A, B, C, D quatre points. Les vecteurs AB etCD sont égaux si, et seulement si, ABDC est
un parallélogramme (éventuellement aplati).

2. Pour tout point A et tout vecteur ii, il existe un unique point B tel que : i = AB.

VI.1.1.b Relation de Chasles

Pour tous points A, BetC:
AB +BC =AC.

VI.1.1.c Opérations sur les vecteurs

THEOREME VI.1.1
Pour tous vecteurs i et U de I'espace et tousréels A et A’, ona:

(1) A(@+D)=Aid+AT; @  (AxAN)a=A(N@);
2  (A+N)a=ra+Ni; 4 Aii=0 < A=0 ou ii=0.

Pour construire la somme, i + U, de deux vecteurs non colinéaires ; on utilise la regle du parallélo-
gramme :

- on choisit un point quelconque A;

- on place les points B et D tels que : AB =il etAD = 7;

95
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- on désigne par C le point d’intersection de la parallele a (AD) issue de B et de la parallele a
(AB) issue de D.
Le quadrilatere ABCD ainsi construit est un parallélogramme (les cOté opposés sont paralleles) et
ona:

—_— —  — @ — —

u+v=AB +AD =AB +BC =AC.

VI.1.1.d Vecteurs colinéaires

Etymologie du mot colinéaire : co (méme) linéaire (ligne).
Soit 7 et U deux vecteurs. On se donne un point, O, et on introduit les points A et B tels que : OA = il
et OB = 7.
Dire que les vecteurs i et ¥ sont colinéaires signifie que les points O, A, B sont alignés.
En pratique un utilise la définition algébrique équivalente ci-dessous.
DEFINITION VIL.1.1
H Deux vecteurs i et U sont dits colinéaires lorsqu’il existe un réel A tel que : ¥ = Azi ou i = A 7.

THEOREME VI.1.2
H @))] Le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur.

(2) Deux vecteurs non nuls sont colinéaires si, et seulement si, ils ont la méme direction.

Remarques
1. On retiendra que deux vecteurs colinéaires sont deux vecteurs tels que I'un est combinaison
linéaire de I'autre.

2. Plusgénéralement, des vecteurs iy, ily, .. ., il, sont colinéaires si, et seulement si, il en existe un
parmi eux qui permette de tous les engendrer par combinaisons linéaires. Par exemple, si ii,, # 0,
alors iy, iy, ..., Uy, sont colinéaires si, et seulement si, il existe des réels Ay, ..., A, tels que :
Viell;n-11, u;=A;l,.

3. Soitiy, ty, ..., U, n vecteurs, O un pointetAy, ..., A, les points tels que :

Vie[l;n], OA;=ii.

Les vecteursiiy, iy, ..., i, sont colinéaires si, et seulement si, les points O, Ay, ..., A, sont alignés.

VI.1.1.e Vecteurs coplanaires

Etymologie du mot coplanaire : co (méme) planaire (plan).
Soit &I, U et W trois vecteurs. On se donne un point, O, et on introduit les points A, B et C tels que :
OA =ii;0B =7 et OC = ib.
Dire que les vecteurs i, U et i sont coplanaires signifie que les points O, A, B, C sont coplanaires
(dans un méme plan).
En pratique un utilise la définition algébrique ci-dessous.
DEFINITION VI.1.2
Des vecteurs sont dits coplanaires lorsque deux d’entre eux permettent d’engendrer les autres par
combinaisons linéaires.

Remarques

1. Deux vecteurs il et U sont toujours coplanaires.

2. Soitii, U et W trois vecteurs tels que il et U ne sont pas colinéaires.

Les vecteurs i, U et 0 sont coplanaires si, et seulement si, il existe deux réels a et} tels que :
w=oaii+pv.
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3. Plus généralement, soit iy, i, ..., Ui, des vecteurs tels que ii,_, et ii,, ne sont pas colinéaires.
iy, ily, ..., i, sont coplanaires si, et seulement si, il existe des couples de réels (a1;81), - .., (0n—2;Pn2)
telsque:Vie[l;n—-2], uU;j=a;lp—1+Piln.

4. Soit iy, U, ..., Uy n vecteurs, O un point etA, ..., A, les points tels que :
—_—
Vie[l;n], OA;=1i,.
Les vecteursiiy, Uy, ..., il, sont coplanaires si, et seulement si, les points O, Ay, ..., A, sont copla-
naires.

VI.1.2 Des droites, des plans et des spheres

VI.1.2.a Déterminations d’'une droite

Dans l'espace, une droite peut étre déterminée de différentes manieres.
Par deux points distincts: les points A et B déterminent la droite (AB).

Par un point et un vecteur directeur : il existe une droite et une seule passant par un point A et
dirigée par un vecteur non nul . La droite est alors 'ensemble des points M tels qu'il existe

unréel ¢, tel que : AM = tii. Le nombre ¢ est appelé parametre du point M.

Par un point et une droite parallele : il existe une droite et une seule passant par un point A et
parallele a une droite (d) donnée.

Par deux plans sécants: l'intersection de plans sécants est une droite.

VI.1.2.b Déterminations d’un plan

Un plan peut étre déterminé de différentes manieres.
Par trois points distincts non alignés : les points A, B et C déterminent le plan (ABC).

Par un point et un vecteur normal : il existe un plan et un seul passant par un point A et normal
a un vecteur non nul 7i. Le plan est alors I’ensemble des points M, tel que : AM -7 = 0.

Par deux droites strictement paralléles : il existe un plan et un seul incluant deux droites stric-
tement paralléles données.

Par deux droites sécantes : il existe un plan et un seul incluant deux droite sécantes données.

Par un point et deux vecteurs non colinéaires : il existe un plan et un seul passant par un point
A et dirigée par deux vecteurs non colinéaires # et . Le plan est alors 'ensemble des points

M tels qu'’il existe deux réels k et ¢, tel que : AM = kii+ t7.

Par un point et un plan paralléle : il existe un plan et un seule passant par un point A et parallele
aun plan (p) donné.

Par un point et une droite perpendiculaire : il existe un plan et un seule passant par un point A
et perpendiculaire a une droite (d) donnée.

VI.1.2.c Déterminations d’'une sphere
Une sphere peut étre déterminée de différentes manieres.

Par son centre et sonrayon: Lasphere de centre Q2 et de rayon R est!’ensemble des points M tels
que: OM? =R,

Par un diametre: Laspheére de diametre [AB] est’ensemble des points M tels que:: AM -BM =0.
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VI.1.2.d Positions relatives

Dans les listes suivantes, chaque cas envisagé exclu les autres.

Position relatives de deux droites D et D’ :

D et D’ sont confondues;

D et D' sont strictement paralleles ' ;
D et D’ sont sécantes;

D et D’ sont non coplanaires.

D/

D’ I

D D A B

FIGURE VI.1 — Positions relatives de deux droites.

Remarques

1. Deux droites paralléles ou sécantes sont coplanaires.

2. Pour démontrer que deux droites D et D' sont non coplanaires, il suffit de démontrer que D est
incluse dans un plan, P sécant aD' tel que le point d’intersection de P et de D' ne soit pas un point
de D.

Position relatives de deux plans P et P’ :

— Pet P’ sont confondus;
— P et P’ sont strictement paralleles;
— P et P’ sont sécants (leur intersection est alors une droite).

1. Strictement paralleles siginifie paralléles et disjointes.
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Position relatives d’'une droite D et d’'un plan P :

— Destincluse dans P;
— D est strictement parallele a P;
— Destsécante a P,

VI1.1.2.e Directions

La direction d’une droite D est 'ensemble des droites de ’espace qui sont paralléles a D.

Ainsi deux droites paralleles sont deux droites qui ont la méme direction.

De méme, la direction d'un plan P est 'ensemble des plans de ’espace qui sont paralleles a P.
Ainsi deux plans paralleles sont deux plans qui ont la méme direction.

L'orthogonalité instaure une relation de dualité entre les directions de droites et les directions de
plans. En effet, la direction orthogonale d’'une direction de droite est une direction de plan, et
réciproquement. Par exemple I'orthogonale de la direction horizontale (direction de plan) est la
direction verticale (direction de droite).

VI.1.2.f Parallélisme et orthogonalité

Dans ce paragraphe, les noms en « D » désignent des droites et ceux en « P » désignent des plans. Le
symbole « L » reliera des ensembles orthogonaux”. Le lexique ci-dessous précise la signification
des relations de parallélisme et d’orthogonalité dans I’espace dans 'ensemble des droites et des
plans.

D/D: Les droites D et D’ ont la méme direction.

P/P: Les plans P et P’ ont la méme direction.

P/D: Le plan P contient une droite D' telle que : D // D'.
PLD: Le plan P et la droite D ont des directions orthogonales.

PLP: Le plan P contient une droite D’ telle que : P L D'.
DLD: La droite D est incluse dans un plan P tel que : P L D',

THEOREME VI.1.3
(D) Deux droites paralléles a une méme troisieme sont paralleles.

(2) Deux plans paralleles a un méme troisieme sont paralleles.

(3) Deux droites perpendiculaires a un méme plan sont paralleles.
4) Deux plans perpendiculaires a une méme droite sont paralléles.
(5) Si une droite est perpendiculaire a un plan, alors elle est orthognoale a tout plan parallele
a ce plan.
(6) Siune droite est perpendiculaire a un plan, alors elle est orthognoale a toute droite parallele
a ce plan.
7) Si une droite est orthogonale a deux droites sécantes d'un plan, alors elle est perpendicu-
laire a ce plan.
(8) Si deux plans sont paralléles, tout plan qui coupe I'un coupe 'autre et les droites d’inter-
sections sont paralleles.

2. Deux ensembles perpendiculaires sont deux ensembles orthogonaux et sécants. Par exemple, dans le plan deux
droites orthogonales sont toujours sécantes; ont dit qu’elles sont perpendiculaires. En revanche si on considere deux
droites non coplanaires, I'une horizontale et I'autre verticale; alors ces deux droites sont orthogonales mais ne sont
pas perpendiculaires.
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VI.1.2.g Projections orthogonales

Le projeté orthogonal d’'un point M sur une droite D est le point d’intersection, H, de D avec le
plan perpendiculaire a D issu de M. MH est alors orthogonal a tout vecteur de D.

Le projeté orthogonal d'un point M sur un plan P est le point d’intersection, H, de P avec ldroite

orthogonale a P issu de M. MH est alors orthogonal a tout vecteur de P.

VI.1.3 Exercices

VI.1.a. Sur le cube de la figure VI.1, démontrer
que les droites (AB) et (EG) sont non copla-
naires.

VI.1.b. Pourquoi la direction verticale est-elle
une direction de droite et non une direction de
plan?

VI.1.c. Pourquoi la direction horizontale est-elle
une direction de plan et non une direction de
droite ?

VI.1.d. Dans I'espace, deux droites paralleles a
un méme plan sont-elles nécessairement paral-
leles?

VI.1.e. Dans l'espace, deux plans paralléles a
une méme droite sont-ils nécessairement paral-
leles?

VI.1.f. Dans l'espace, deux droites orthogonales
a une meéme troisieme sont-elles nécessaire-
ment paralleles ?

VI.1.g. Dans 'espace, deux droites orthogonales
a une méme troisieme sont-elles nécessaire-
ment orthogonales ?

VI.1.h. Dans 'espace, deux plans orthogonauxa
un méme troisieme sont-ils nécessairement pa-
ralléles ?

VI.1.i. Dans l'espace, deux plans orthogonaux a
un méme troisieme sont-ils nécessairement or-

VI.2 Outils du calcul analytique

VI.2.1 Repérage

VI1.2.1.a Introduction

thogonaux?
VI.1.j. Démontrer le théoreme VI.1.3.

VI.1.k. Soit A et B deux points de & et I est le mi-
lieu de [AB]. Le plan médiateur de [AB] est ’en-
semble des points équidistants de A et B.
Démontrer que le plan médiateur de [AB] est le
plan perpendiculaire a (AB) issu de I.

VI.1.1. On donne un plan (P), une droite (D) et
trois points A, H, H' tels que:

— (P) et (D) sont sécants en un point, I ;
A n’est ni un point de (P) et ni un point de
D);
— Hestle projeté orthogonal de A sur (D);
— H' est le projeté orthogonal de A sur (P);
le point I est distinct de H et de H';
le plan incluant (D) et A n’est pas perpen-
diculaire au plan (P).
1. Démontrer que les points H et H' sont dis-
tincts.

2. Démontrer que la droite (D) n'est pas per-
pendiculaire au plan (P).

3. Démontrer que les points A, H, H et I sont
non coplanaires.

4. Déterminer le centre et le rayon de la sphere
circonscrite au tétraedre AHH'L

Un repere de I'espace, généralement noté (O 1,7, k ), estla donnée d'un point, O, appelé origine et

d’un triplet de vecteurs non coplanaires, (7, J, k), appelé base. Tout vecteur de I'espace peut alors
s’exprimer comme combinaison linéaire unique de ces trois vecteurs et les coefficients, x, y, z
sont les coordonnées du vecteur et sont respectivement appelés abscisse, ordonnée et cote. Pour
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tout vecteur 7 de 'espace on a:

X
uly signifie que iU=xi+yj+zk.
z

Les coordonnées d'un point, M, sont les coordonnées du vecteur OM . Pour tout point M de I'es-
pace, on a donc:

M(x;y; z)  signifie que OM = xi+yj+zk.

Dans la calculatrice, les points comme les vecteurs sont déterminés par leur triplet de coordon-

nées. Ce triplet peut étre entré comme un vecteur colonne, la série de coordonnées est entrée entre

crochet et deux coordonnées consécutives sont séparées par des «; ». Ce triplet peut étre aussi en-

tré comme un vecteur ligne, la série de coordonnées est entrée entre crochet et deux coordonnées

consécutives sont séparées par des «, ». En pratique le point virgule s'obtient par une combinaison

de touches assez fastidieuse, nous n'utiliserons désormais plus que des vecteurs ligne.
THEOREME VL.2.1

X x'
Pour tous vecteurs i | y |, U y’ ,A(xa; ¥a; za) et B(xp; yB; zp) et pour tout nombre réel, A, ona:
z Z
AX
(1) At|Ay].
Az
x+x
2 u+v|ly+y|.
z+7
. XB — XA
3 AB|yB—yal-
ZB — ZA

Démonstration (1) A=A (x7+ yj+ zié) =AXT+AyT+ Azk.

(2 d+v= (x7+ yj+ z%) + (x’7+ y'7+ z’%) =(x+xX)i+(y+y)]+z+2)k

3 AB =OB - OA = (JCB_i+ yBJ + ZBE) - (xAT+ yaJ + ZAE) =(xp—xA)T+ (YB—YA)J+ (2 — za)k O
Exemples

-2 2
1. Considéronsles vecteursii| -4 | etv|4|.
4 3
u:=[-2,-4,4] [-2 —4 4]
v:.=[2,4,5] 2 4 3]
Pour calculer les coordonnéesde ti+ U :
u+v 0 0 9]
0
u+v|0].
9
Pour calculer les coordonnéesde i — U :
u—v 4 -8 -1]
-4
u—v|-8
-1

1,
Pour calculer les coordonnées de — > u:
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—ul/2 m 2 -=2]
(!
——uf 2
-2
2. Considérons les points A(1;2;3) et B(2;3;1)
a:=[1,2,3] 1 2 3]
b:=12,4,1] 2 4 1]
b—a m 2 =2
1
Onadonc:ﬁ 2
-2

Remarque Deux vecteurs sont donc colinéaires si, et seulement si, leurs coordonnées sont pro-
—
portionnelles. Dans la série d’exemples ci-dessus, on constate que les vecteurs ii et AB ont des

coordonnées proportionnelles. Les vecteurs — 3 il et AB ont les mémes coordonnées, ils sont donc

égaux; on en déduit qu’ils sont colinéaires.

En pratique le repere est tracé perspective cavaliere. Sur la figure VI.2, nous avons placé le point
M(2;3;1).

VI.2.1.b Orientation de 'espace

Soit (7,7, %) une base. On aimerait représenter matériellement cette base avec, dans cet ordre, le
pouce, I'index et le majeur de la main droite. Ces trois doigts représentent alors trois vecteurs
orientés de la paume vers I'extérieur. On place le pouce suivant le vecteur 7, I'index sur le vecteur
7 et on constate alors que 'ensemble des bases se partitionne en deux classes :

- les bases ou on peut placer le majeur sur le vecteur k;

- les bases ou on peut placer le majeur sur le vecteur ~k.
Orienté I'espace c’est choisir I'une de ces deux classes comme classe des bases directes, I’autre
classe devient alors la classe des bases indirectes.
Pour convention, les bases directes sont celles ol1 on peut placer respectivement le pouce, 'index
et le majeur de la main droite suivant les vecteurs 7, J, k.
Pour savoir si une base est directe ou indirecte, on peut utiliser les regle des trois doigts de la main
droite.

On admet le théoréme suivant.

THEOREME VI.2.2
1) Les permutations circulaires conservent I'orientation des bases.
(2) Permuter deux vecteurs d'une base, inverse son orientation.

(3) Remplacer un vecteur d'une base par son opposé, inverse |'orientation de la base.
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VI.2.1.c Reperes particuliers
Les reperes de '’espaces héritent des qualificatifs de leur base. Par exemple, si la base d'un repére
est directe, le repere sera alors lui méme qualifier de direct.

Un vecteur unitaire est un vecteur de norme 1.
Une base normée est une base dont tous les vecteurs sont unitaires.

Une base orthogonale est une base dont les vecteurs sont deux a deux orthogonaux.

Une base orthonormée est base orthogonale et normée. Un repére orthonormé est donc un re-
pere dans lequel les vecteurs de la base sont unitaires et deux a deux orthogonaux. En particulier

affirmer qu’'un repere (O 1,7, k ) est orthonormé signifie que :

{ 70 = 171l = %] =1

ily, ilk Jjlk
Dans la suite de ce chapitre 'espace & est muni d’'un repére orthonormé (O 1,7, %) direct.

VI1.2.2 Produit scalaire

VI.2.2.a Angle entre deux vecteurs

Le produit scalaire dans I’espace est une extension a I'espace de la notion de produit scalaire dans
le plan vue dans la classe précédente. Orienter « le plan » c’est choisir un sens de parcours comme
sens positif. En pratique on choisit de canoniquement le sens trigonométrique et on déduit le
concept d’angle orienté et de bases directes et indirectes. Dans |'’espace le sens trigonométrique
dans un plan n’est plus intrinseque a ce plan, mais dépend également de la position de I'observa-
teur par rapport a ce plan. Dans ce chapitre les angles de vecteurs sont des angles géométriques.

VI1.2.2.b Norme d’un vecteur

Z
K
T~~_ M
> R |
k i |
" I
] [ b Y
-i \\\\ : s,
a,/ = 77\7\,,/
X H

FIGURE VI.3 — Norme d’un vecteur.

a

Soit ii | b | un vecteur et M le point tel que OM = ii. Le projeté orthogonal de M sur le plan xOy est
c

le point H(a, b,0). Le projeté orthogonal de M sur I'axe Oz est le point K(0, 0, ¢).

Dans le plan xO y muni du repere orthonormé (O;7,7 ), le point H a pour coordonnées (a, b), donc:

OH = VvV a? + b2.
0

Les vecteurs OK et HM ont le méme triplet de coordonnées, | 0 |, ils sont donc égaux. Le quadri-
c
latere OHMK est donc un parallélogramme (éventuellement aplati).
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De plus, le point H est le projeté orthogonal de M sur le plan xOy, le vecteur HM est donc or-

thogonal a tous les vecteurs du plan xOy, et en particulier au vecteur OH . On en déduit que le
quadrilatere OHMK est un rectangle. En appliquant le théoréeme de Pythagore, il vient :

OM? = OH? + HM? = a? + b* + ¢*. D’ol1 'on tire : || iZ” =0OM= vV a?+b?+ 2.
On en déduit le théoreme suivant.

THEOREME VI.2.3
Dans I'espace, &, muni d'un repére orthonormé.

X
(1) Pour tout vecteur, #i | y|,on a: || ﬁ” = \/x2+y?+ 22
z

) Pour tous points A (xa, ya, za) et B(xg, ¥, z5), ona:

AB = \/()CB - xA)2 + (yB — yA)Z + (ZB - ZA)Z.

Exemples
4

1. Considéronslevecteurii| 7 |.Ona: |l = V42 +72+(-4)%2= V16+49+16= V81 =9.
—4

Mais on peut aussi utiliser la calculatrice.

norm (4,7, —4] 9

2. Considérons les points A(1;2;3) et B(2;3;1) introduits dans la calculatrice lors des exemples
d’applications du théoréme VI.2.1.
norm (b - a) 3

VI.2.2.c Définition du produit scalaire de deux vecteurs de I’espace

On a vu dans les classes précédentes que pour tous vecteurs i et  du plan,on a:

R R e
il - v:E(u2+ Uz—(u—v)z).
On décide donc de la définition suivante.

DEFINITION VI.2.1
Le produit scalaire est I'application qui 4 tout couple de vecteurs, (ii, ¥), de & associe le nombre

réel, noté ii - v, défini par :

I\

-a:%(azwz—(a—a)z).

Remarque Le produit scalaire de deux vecteurs est un nombre et non un vecteur, le produit sca-
laire n’est donc pas une opération.

VI.2.2.d Expression du produit scalaire dans un repere orthonormé

/

x X

Soit ii| y | et 7| ¥’ | deux vecteurs. On aimerait avoir une expression de, i - , en fonction des co-
z z

ordonnées de ii et .

u:=I[x,y,zl x y 2zl
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/

(- / !/
vi=[x,y, 7] [x" ¥ 2]
(norm (1))? + (norm (v))? — (norm (u — v))? , , ,
5 XX +y-y+z-z
On en déduit le théoreme suivant.
THEOREME VI.2.4
x x
Dans I'espace, &, muni d'un repére orthonormé, pour tous vecteurs ii| y | et |
/
z z

i-v=x-x+y-y+z-2.

On peut calculer un produit scalaire a la calculatrice.
dotP (u, v) x-x+y-y+z2

Remarque Les coordonnées des vecteurs ii et U dépendent du repére, mais le résultat du produit
scalaire, lui, est indépendant du repere orthonormé choisi.

VI.2.2.e Propriétés algébriques du produit scalaire

forme bilinéaire ...

VI.2.2.f Propriétés géométriques du produit scalaire

projeté orthogonal, cos, inégalité

VI1.2.3 Exercices

VI.2.a. Dans un repere orthonormé, placer les | puis démontrer qu'’ils sont alignés.
points A(4;-2;3), B(-2;1;-3) et C(2;-1;1),

VI.3 Géométrie analytique
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Chapitre VII

Nombres complexes

VII.1 Introduction

VII.1.1 Des équations et des ensembles

Dans les classes précédentes, on a vu I'’ensemble N, dans cette ensemble on peut résoudre des
équations telles que : x +3 = 7; ou la solution est 4. Cependant, dans N, des équations telles que :
x+7=3;n’ont pas de solution. C’est alors qu'on a eu I'idée d’étendre '’ensemble des nombres; on
a ainsi obtenu un nouvel ensemble appelé Z, dans lequel I’équation précédente a une solution :
—4. Mais cela n’était pas suffisant car dans cet ensemble des équations telles que : 3x = —15; ont
une solution alors que d’autres équations, pourtant semblables, telles que : 3x = —7; n’en ont pas.
On a donc a nouveau étendu 'ensemble des nombres pour obtenir un nouvel ensemble, (3, dans

7
lequel I’équation précédente a une solution : ~3° Mais cela n’était pas suffisant car dans cet en-

semble des équations telles que : x* = 4 ; ont deux solutions (2 et —2) alors que des équations assez
proches telles que : x* = 3; n’en ont pas. On a donc 4 nouveau étendu 'ensemble des nombres
pour obtenir un nouvel ensemble, R, dans lequel I'équation précédente a deux solutions : — v/3 et
V3. Mais cela n'est pas suffisant car dans cet ensemble des équations telles que : x* = —4; assez
proches des deux équations précédentes, n'ont pas de solution. Si on veut qu'une telle équation
ait, comme les autres, deux solutions il faut étendre I’ensemble des nombres.

On part du principe qu'’il existe un nombre 7 (i comme imaginaire) tel que : i*=-1 ; notre
objectif est de trouver un nouvel ensemble, que nous noterons C, qui sera le plus petit ensemble
de nombres (qui seront appelés nombres complexes) vérifiant les contraintes suivantes.

1. RcC;
2. 1eC;

3. les lois algébriques concernant I'’addition et la multiplication des nombres sont les mémes
dans C que dans R.

La somme ou le produit de deux nombres réels est un nombre réel, la derniere condition impose
donc que la somme ou le produit de deux nombres complexes soit un nombre complexe. En par-
ticulier 21 et —21 sont deux nombres complexes et on a :
(20)2=22xi’=4x(-1)=—det (-20)2 = (=2)° x i° =4 x (1) = —4;
donc la derniére équation envisagée a maintenant, elle aussi, deux solutions.

Pour les raisons que nous venons d’évoquer, tout nombre de la forme (dite algébrique)
a+1b, ol aet bsont des nombres réels, sont des nombres complexes. Peut-on par additions ou par
multiplications obtenir des nombres complexes qui ne peuvent pas se mettre sous cette forme?
Pour se faire une idée, prenons quelques exemples.
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VII.1.2 Activités

Mettre sous forme algébrique les nombre complexes suivants.

zZ1 = (+50)+B-71); 2z = (@+51)—-(3-71); z3 = (2+51)(3-71)
(2+51)(2-51) L 3-7

zy = —-51); 5 = —; z6 = -
) 2+1/3 2+51

z7 = 1; zg = (1+1)% zg = (1+1)V

Plus généralement, pour z=a+ibetz' =a' +ib' (ot a, d, b, b’ sont des réels), mettre sous forme

1
algébrique les nombres complexes z + Z/, zz',z — z’ etlorsque a# 0 ou b #0, —.
z

VII.1.3 Définitions

L'activité précédente suggere la définition suivante.
DEFINITIONS VIL1.1 NOMBRE COMPLEXE, C
1) Un nombre complexe est un nombre qui peut s’écrire sous la forme a + i b, ol a et b sont
des nombres réels et i° = —1.
(2) L'ensemble des nombres complexes est appelé C.

Remarque Ona:0x2i =(0x2)i =0x1;donc:0=0x21—-0x1=02i—1)=0x7;dot1:0x1=0.

Notations et vocabulaire

1. lorsqu’un nombre complexe z est écrit sous la forme a+ i b, ot a et b sont des nombres réels,
on dit qu'il est écrit sous forme algébrique ;

2. le nombre réel a est appelé partie réelle de z et est noté Re(z) ;

3. lenombre réel b est appelé partie imaginaire de z et est noté Im(z) ; en particulier m(z) est
un nombre réel ;

4., sib=0,alorsz=a (carona:1ix0=0);z est un nombre réel; tout nombre réel est bien un
nombre complexe (R c C);

5. Sia=0,alorsz=1b; z est dit imaginaire pur.

1 .+v3 1 3
Exemple Si: z = 3 + 17\/_ ;alors : Re(z) = > etSm(z) = -

VII.1.4 Calcul dans C

VIl.1.4.a Addition, soustraction, multiplication

Comme on I'a vu en activités, I'addition, la soustraction et la multiplication dans C sont défi-
nies de la fagon suivante.
DEFINITIONS VII.1.2

Soit a, @', b, b’ des nombres réels.

(1) (a+ib)+ @ +ib)=(a+d)+1(b+b);

(2) (a+ib)— (@ +ib)=(a-ad)+i(b-Db);

(3) (a+1ib)(d +1ib) = (aa —bb)+i(ab +d'b).

Remarques
1. Lorsque:b=Db'=0;on retrouve 'addition, la soustraction et la multiplication dans R.
2. (a+1ib)+(—a-1b)=0; tout nombre complexe, z=a+1ib, aun opposé:—z=—a—1ib.
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Le théoréme suivant signifie que, comme nous 'avions désiré, 'addition et la multiplication dans
C ont les mémes propriétés que dans R ; sa démonstration, fastidieuse et sans surprise, est laissée
au soin du lecteur courageux.

THEOREME VIIL.1.1

Pour tous nombres complexes z, z’, z”, ona:
(1) z+7Z e C + est un loi de composition interne a C;
2) z+7Z =72 +2z + est commutative dans C;
3) z+(E+7Z)Y=(z+7)+7" +estassociative dans C;
4) z+0=0+2z=2z dans C, 0 est élément neutre pour +;
(5) zxzZ eC x est un loi de composition interne a C;
(6) zx7z =7z xz x est commutative dans C;
(7)) zx(@xzZ")=(zxz)xZ" xestassociative dans C;
(8) zxl=1xz=z dans C, 1 est élément neutre pour x ;
9 zx(Z+7Z")=zxzZ +zxZ" x estdistributive par rapporta + dans C;

VIL.1.4.b Conjugué d’'un nombre complexe

DEFINITION VII.L1.3  CONJUGUE D’UN NOMBRE COMPLEXE
H Soit z un nombre complexe de forme algébrique: z=a+1b.

On appelle conjugué de z le nombre complexe, noté z, défini par: z=a—ib.

1 .V3 _ . V3
Exemple Siz=—--1—,alorsz=—-+1—.
2 2 2 2
THEOREME VII.1.2
On a pour tout nombre complexe z :
z+z z—z

Re(z) = et Sm(z) = —
2 21

Démonstration Soit z un nombre complexe de forme algébrique: z=a+1ib,ona:
z+z a+ib+a-ib 2a z—-z a+ib-a+ib 2ib

= = —=a=%Re(2), — = ; =——=b=Sm(z) O
2 2 2 21 21 21

VIL.1.4.c Egalité de deux nombres complexes

THEOREME VII.1.3

Soit z et z’ deux nombres complexes de formes algébriques: z=a+ibetz =a +ib'.
(1) z=0sietseulementsia=0etb=0;
2) z=2z sietseulementsia=a etb="b'

0 est appelé nombre complexe nul.

Démonstration

(@) On saitquesia=0et b=0, alors 2 =0.

Réciproquement si z =0, alors : zz=0; c’est-a-dire : a’+ b= 0;

a et b sont réels et on sait que dans IR la somme des carrés de deux nombres est nulle si et seulement si les deux

nombres sont nuls. On en déduit (1).

) Ona:z—z':(a—a’)+i(b—b’);donc:z:z’(:»z—z'=0<=>{
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Remarque

a=0 2 2
b=0 — a +b°=0.

z=0 — {

VII.1.4.d Inverse d’'un nombre complexe non nul, division

THEOREME VII.1.4

Tout nombre complexe non nul a un inverse.

Démonstration Soit z un nombre complexe non nul de forme algébrique : z=a+ i b.
On adonc: a® + b* #0; et d’apres les définitions VII.1.2 :

a ; b )_ a? . b? )
a2+ T a2+b?) \a®+b?  a?+b?

. 1 1 a . b
Linverse de z s’obtient par la formule : P S 1 P ‘
. ] 1 1 3-51 3 5 .
Exemple Pour z=3+51, on obtient : — = S = = o b
Z 3+51 3“+5 34 34

—ab ba

+ =1
a’+b?*  a’+b?

(a+ib

d

Remarques

i vl

1
1. Laformule introduite dans la démonstration du théoreme VII.1.4 peut s’écrire : — =
z

2. Ona pour tout nombre complexe, z, de forme algébrique, z=a+1b :
2Z=a’+b°.
Le produit d’'un nombre complexe par son conjugué est nombre réel positif.

THEOREME VIIL.1.5
H Le produit de deux nombres complexes est nul si et seulement sil'un d’entre eux au moins est nul.

Démonstration Soit z et z’ deux nombres complexes. D’apres les définitions VII.1.2, le théoréme VII.1.3 et la remarque
§VIL.1.3,si z=0ou z =0 alors zz' = 0.

1 1
Réciproquement, si zz' =0 alors z =0 ou z’ = 0. En effet si z#0, alors — x zz' = — x 0; c’est-a-dire : 2/ = 0.0
z z

z 1
La division se définit par: — =z’ x — (pour z #0).
z z
2431 2+30)2+1) 1 7.
Exemple -~ = =—+-1.
2—1 22 +12 5 5

Remarque Plus généralement, un produit de nombres complexes est nul si et seulement si I'un
d’entre eux au moins est nul.

VIil.1.4.e Module d’'un nombre complexe

DEFINITION VIL.1.4 .
Soit z un nombre complexe de forme algébrique: z=a+ 1b.

Le module de z est le nombre réel positif: v a? + b?.
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Exemples

1. Lemodulede3+2i est: \/32+22=/13.
2. Lemodulede4i est: V02 +42 =4,

3. Lemodulede -3 est: V/(=3)+0%=3.

4. Lemodulede5 est: v/ (5)%+02=5.

Remarques

1. Plus généralement, si z est réel, alors b = 0 et le module de z est : V a? +0? = |a| = |z|. Le mo-
dule étend a C Ia fonction valeur absolue définie sur RR.

2. Pour tout nombre complexe, z, le module de z est : V a? + b?> = \/ zz.

Notations et vocabulaire Le module d’'un nombre complexe, z, est noté : | z|

VII.1.4.f Identités remarquables

Les formules suivantes, établies dans R, restent valables dans C.
THEOREME VII.1.6
Pour tous nombres complexes z et z’ et tout entier naturel non nul n, on a:
(z+2)=22+2272 +2?% ; (z-2)?=2%-227 + 2"
n
(z+2)z-2)=2"-2% ; (z+2)"=) (
k=0

n

k) 2%z ¥ formule du bindéme de NEWTON)

n—1
2N N — (Z—Z’)(Zn_l 4 g2 p g8 2 Ly 2 +Z!n—l) = (z—-2) Z Zn—l—kzrk
k=0

Remarque Toute les formules de sommations de termes en progressions arithmétiques ou géo-
meétriques établies dans R sont valable dans C et s’établissent de la méme maniere.

100 4n-1
Exercice VIL1.1.  Calculer: Y ((1+2i)k+2—-1i)et Y (2-1)(20)*
k=0 k=0

Solution La premiére expression est une somme de termes en progression arithmétique, donc :

W . . 2-1+(1+21)x100+2—1 , .
Y (1+20)k+2-1i)=(101) 5 =101(52+991) =5252+99991.
k=0

La seconde expression est une somme de termes en progression géométrique, donc :

et 2—1—-(2-1)(20)" 1+21

L , 4-31
Y @-Deir= Y =@2-1) S
k=0 -

VII.1.5 Exercices

VIL.1.a. Ecrire sous forme algébrique les |vants:3—41;7+1;5+51;3—1;2+31;4-71.
nombres suivants: (3+41)(5+71); 2+1)(5+71); | VIL1.c. Ecrire sous forme algébrique les
5+71)%;(2-31)2—1; (5+71)(5-71). nombres suivants : _ _

VIL1.b. Calculer I'inverse des nombres sui- | 18417 : 40-301 : 29-21 : 29-2t

3-41 7T+1 2+31 4-T1
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VIL1.d. Calculer le module des nombres sui- | VIL1.f. Factoriser: z*—1;2z3—1;2z%+1;823+27;
vants:3—41;7+1;5+51;3—1;2+31;4-71. | 272> 8.

VIL1.e. Développer: (z—1)*; (z—1)*; 2z+1)%; | VIL1.g. Factoriser : z* + 4z° + 62° + 4z + 1;
Cz+1-1)%; 24 =202% +1502° =500z + 625;82% + 362% + 54z + 27 ;
2723 -2712°—92+1;82°-361 2> —542+271;

VII.2 Propriétés algébriques

VII.2.1 Théoreme fondamental de I'algébre

Dans cette partie I’étude des démonstrations est facultative.

THEOREME VIIL.2.1 THEOREME FONDAMENTAL DE ’ALGEBRE
Soit P un polyndéme a coefficients complexes et « un nombre complexe.

a est racine de P si et seulement si il existe un polynéme Q tel que, pour tout nombre complexe z,

P(2) = (z— 0)Q(2).

Démonstration Si, pour tout nombre complexe z : P(z) = (z—a)Q(z) ; alors, pour z = a, on obtient: P(a) = (a —a)Q () = 0;
et donc a est racine de P.
Réciproquement, démontrons que si a est racine de P alors il existe un polyndéme Q tel que, pour tout nombre com-
plexe z, P(2) = (z— ) Q(z).
Si P est le polynéme nul, I'implication est immédiate car n'importe quel polyndme Q convient; nous supposons dé-
sormais le polynéme P non nul.
P est alors défini par une expression du type : Vz€ C, P(z) = a,z" +...+ a1z + ag (avec a, #0).
On introduit donc le polynoéme T défini par : T(z) = P(z+ «). T est la composée d'un polyndome de degré 1 par un
polyndéme de degré n, T est donc un polynéme de degré n. Il est par conséquent défini par une expression du type :
T(z) = b,z" +...+ b1z + by.
Or:T(0)=P(0+a) =0;donc: bp=0etVze C, T(z)=z(bpz" ' +...+by).
On en déduit que pour tout nombre complexe z: P(z) = T(z—a) = (z—a) (bp(z— ) nmly o+ by).

Q2
La propriété est alors démontrée est introduisant le polynéme Q défini par: Q(z) = by (z— ) ' +...+ b;. O
Le lemme suivant est une conséquence du théoreme fondamental de I’algebre.

LEMME VIL.2.2
‘ Un polyn6me non nul de degré inférieur ou égal a n a au plus 7 racines distinctes.

Démonstration Raisonnons par récurrence sur le degré de P.
Un polynéme non nul de degré inférieur ou égal a 0 est un polynéme constant non nul, il n’a donc pas de racine et la
propriété est démontrée pour n = 0.

Il ne reste plus qu’'a démontrer que si pour un certain entier naturel k, tout polynéme non nul de degré inférieur
ou égal a k a au plus k racines distinctes, alors tout polynome non nul de degré inférieur ou égala k+1 aauplus k+1
racines distinctes.

Soit P un polynéme de degré inférieur ou égal a k+1 ayant plus de k+1 racines distinctes et soit « 'une d’elle. On aura
pour tout nombre complexe z: P(z) = (z—a)Q(z) ; ol Q est un polyndme de degré inférieur ou égal a k. P ayant plus de
k + 1 racines distinctes, Q a plus de k racines distinctes et d’apres 'hypothése de récurrence, Q est donc le polynéme
nul; d’ot, par produit, P est le polynéme nul.

Donc, par récurrence, un polynéme non nul de degré n (n € IN) a au plus »n racines distinctes. O

THEOREME VIL.2.3
1) Un polyndéme de degré n a au plus n racines distinctes.

(2) Deux polynémes de degrés inférieurs ou égaux a n coincidant en (n + 1) valeurs distinctes
sont égaux.

Démonstration (1) est une conséquence immeédiate de lemme précédent.
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(2) SiP et T sont deux polyndmes de degré inférieurs ou égaux a n coincidant en (n+ 1) valeurs distinctes alors P-T
est un polyndme degré inférieur ou égal a n qui a n+ 1 racines distinctes; donc d’apres le lemme, P—T est le polyndome
nul;dou:P=T.0O

VIL.2.2 Propriétés du conjugué

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définition VII.1.3 p. 109 et
du théoreme VII.1.2 p. 109.

THEOREME VIL.2.4 )
Soit z un nombre complexe de forme algébrique: z=a+1b.

@) z=2z; (2) ZE:a2+b2:|z|2;
(3) z+z=2%e(z); 4 z—-z2=21iSm(z);
(5) zestréel sietseulementsiz=z; (6) z est imaginaire pur si et seulement si z= —z;

Exemples
1. 3+2i=3-2i=3+2] 3. (-3+2i0)(-3-21)=(-3)"—(-4) =13
2. (-3+21)+(-3-2i)=-6 4. (=3+21)-(=3-21)=41

THEOREME VIL2.5
Pour tous nombres complexes z et z/, pour tout entier relatif 7, on a:

1) z+2=z+7; B) zZd=zxz7; z :
—_ . @) (l):l(uoy )
2 “z=-%; z) z 6) z'=Z"(z2#0);

Démonstration Introduisons les formes algébriquesde zetz' : z=a+ibetz =a +ib'.
On en déduit immédiatement (1) et (2) .
(3) Ona:zz =(ad -bb)+i(ab +d'b)etzz =(a—ib)(d -ib')=(ad —bb")—i(ab +d'b);

donc:zz' =zx zZ'.

ST

1 1 _ 1 1
4) Pourz#0,0ona:zx—=1,donc, zx — =1, donc, z x (—) =1, donc, (—) =
z z z z

4 1 — (1Y = 1 2
(5) Pourz#0,ona:|—|=2/'x—=2Z'x|-|=2Z/ x===;
z z z zZ z
(6) Pour n > 0 la propriété est obtenue en appliquant n — 1 fois la propriété (3).

L S £ A
=1 oz \z) ~°

2—3i+(1+2i)(4—7i)9) _243i+(1-21)(4+7i)°
3+41+(5-21)77 3-4i+(5+21)77

— 1
Pourn<00na—n>0etdonc:z”:( _n):
z

Exemple (

THEOREME VII.2.6
H Si a est une racine d'un polynome, P, a coefficients réels, alors a est aussi une racine de P.

1

Démonstration P a une expression de la forme, P(z) = a,z" + a,-12""" +-+-+ ayz+ ag ol ay, ... ap sont des nombres

réels. On a : P(@) = @, + ap_10"" 1+ + 1o+ ap = @pQ&" + ap @'+ + a;@ + ao = P (). Or, P(a) = 0, donc :
P(@)=0.0

Remarques

1. Lorsquea estréelle ona, o = « et ce théoreme n’apporte alors aucune information supplémen-
taire. Mais lorsque o n’est pas réelle on a, a # « et ce théoréme apporte une racine supplémentaire.
2. Lesracines a et ont la méme multiplicité dans P.

Exercice VIL.2.1. Factoriser le polynéme, P, défini par, P (z) = 3 z3 — 21 z% + 45z — 75, sachant que 5 et 1 + 21 sont

deux racines deP.
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Solution P est un polynome de degré 3, il a donc au plus 3 racines, il est a coefficients réels, ces
racines sont donc deux a deux conjuguées. On en déduit que P a 3 racines : 5, 1 +21 et 1 —2i. De
plus, le coefficient dominant de P est 3, on déduit la factorisation suivante :

P(z) =3(z-5)(z—1-21)(z—1+21).

VII.2.3 Résolution des équations du second degré

VII.2.3.a Factorisation d’'un trindme du second degré

On se propose de factoriser dans € le polynéme P défini par : P(z) = az® + bz + ¢
ou a, b et ¢ sont des nombres réels avec a # 0.
VA SiA=0
iV-A siA<O
Si A >0, alors 5> = A et si A < 0,alors 8% = i°(-A) = A. On a donc toujours : 5% = A.
Procédons, comme en classe de Cinquieme, en utilisant la forme canonique. Pour tout nombre
complexe z,ona:

On introduit le discriminant de P, A = b* — 4ac, et le nombre, , défini par: § = {

5 b c
Plz) = al|lz°+2—z+— ,cara+0
2a a
b\> b ¢
= allz+—| ——=+—
2a 4a’ a
2 b:-4ac
= allz+—| ——].
2a 4a?
b\> A
= allz+—| ——.
2a 4a?
b \? 52
= allz+—| - 3
2a 2a)
b 0 b 6)
= alz+—+—||lz+——-—
2a 2a 2a 2a
—b—S)( -b+0
= alz- z—
2a 2a

On déduit de cette étude le théoréeme suivant.

THEOREME VIL.2.7
1) Tout trindbme du second degré a coefficients réels peut se décomposer en produit de deux

facteurs de degré 1.
(2) Les racines du polynéme d’indéterminée z : az’+bz+c;
ou a, b et ¢ sont des nombres réels avec a # 0, sont :

_—-b-3 -b+0

zZ1 = et zp=
2a 2a

oi1 § est 'une des deux racines carrées complexes du discriminant : A = b* - 4ac.
On a alors la factorisation :

az?+bz+c=az-2z1) (z-2p)
Remarques
1. Lesracines carrées de A sont 6 et —0, donc remplacer 6 par —d ne fait qu’échanger z; et z,.

2. Lorsque A =0 les racines carrées du discriminant sont égales eton a : z; = 2.
3. LorsqueA#0,o0na:z # 2.
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4. Conformément au théoréme VII.2.6 p. 113, lorsque § est imaginaire, les nombres z; et z, sont
conjugués.

Exercice VIL.2.2. Factoriser:P;(z) = 6z2+5z—4.

Solution A =5%—4x6x (—4) = 121 = 112. Les racines de P, sont:
en déduit la factorisation :

-5-11 4
=——et
12 3 12

5411 1
=—.0n
2

Pi(z) =6 é
1(2) = (z+3

1
Z—E) =(3z+4)2z-1).

O

Exercice VII.2.3. Factoriser : P»(z) = 6z%+5z+4.
-5-171 . —5+1+/71
e .
12 12

. 2 * 2 .
Solution A =5“"—-4x6x(-4)=-71= (l \/71) . Les racines de P, sont:
On en déduit la factorisation :

5+1v71 5+1+71
Py(z)=6|z+ 12 z+ B .

VIL.2.3.b Résolution d’équations du second degré

On se propose de résoudre dans C I’équation, d’inconnue z, (E) : az® + bz +c¢=0;
ol a, b et c sont des nombres réels avec a # 0.
Reprenons les notations du théoreme VII.2.7;0n a:
az’ +bz+c=0< a(z—21)(z—2)=0<=(z=2; ou z=2).
. . . b
On en déduit que lorsque A = 0, 'équation admet une solution double : z = — 2a°

a
Lorsque A # 0, 'équation admet deux solutions distinctes.

Exercice VII.2.4. Résoudre dans C, (E) : 2z2+3z+3=0

. 2 -3-1+15 -3+115
Solution Le discriminant est: A =3*—4x2x3 =—15= (l V 15) ;donc:S = { 2 ; 2 }.D

Exercice VII.2.5. Résoudre dans C, (E) :2z* +3z-1=0

2
Solution Le discriminant est: A = 3> —4x2x(-1) =17 = ( vV 17) ;donc:S = {

-3- V17 -3+ V17
4 ’ 4
O

VIL.2.3.c Somme et produit de racines

Reprenons les notations du théoreme VII.2.7 ; pour tout nombre complexe zon a:

az’?+bz+c=a(z-z1)(z—2) = az’> — alz; + z)z + az 2z

On en déduit, par identifications, que : b = —a(z; + z») et ¢ = az, z.
D’oui'on tire le théoréme suivant.

THEOREME VII.2.8
Soit az® + bz + ¢ un trindme du second degré (a # 0), S la somme et P le produit des racines. On a :

b c
S=—— et P=—
a a
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Exercice VIL.2.6. Résoudre:3z% +4z—-1=0.
Solution On remarque que 1 est solution évidente, on sait que le produit des solutions dans C est

1 1 1
-3 donc 'autre solution est : -3 ;dot: S= {1;—5} O

THEOREME VIIL.2.9
H Deux nombres dont la somme vaut S et le produit P sont les racines du trinéme : z2 —Sz +P.

Démonstration Soit z; et z, ces deux nombres. z; et z, sont les racines du trinéme : (z — z1)(z — z2). En développant
ce trindme, il vient : (z—z1)(z— 22) = Z% - (Z1+22)z+21220 = z>—Sz+P.
Donc z; et zp sont les racines du trinéme : Z2-Sz+P.0O
Exercice VIL.2.7. Déterminer deux nombres dont la somme vaut 1 et le produit 3.
Solution Ces deux nombres sont les racinesde : z> —z+3.0na:A=1°-4x1x3=-11=1 V11.
1-1v11 1+1v11
et O
2 2

Ces deux nombres sont donc :

VII.2.4 Racines carrées d’'un nombre complexe

On appelle racine carrée d’'un nombre complexe Z tout nombre complexe z vérifiant : z° = Z.
Par exemple 2 a deux racines carrées : V2 et — V2; —1 a également deux racines carrées: { et —1.
Lécriture VZ n'a de sens que si Z est un réel positif. Les racines carrées de Z sont les racines du
polynéme de degré 2 : z* — Z. Un nombre Z a donc au plus 2 racines carrées. 0 a une racine carrée
double : 0.

Soit Z un nombre complexe non nul de forme algébrique : Z = A+ iB; on se propose de déter-
miner les éventuelles racines carrées complexes de Z. On cherche donc les nombres z de forme
algébrique: z=a+1b; tels que : z° = Z.

Procédons par analyse-synthese.

Analyse Soit z une racine carrée complexe de Z (s'il en existe).
Ona:|ZI>?=A%?+B?>=7Z=27°2%2 = (ZE)2 = (a* + bz)z. Cest-a-dire: |z|* = a® + b*> = VA2 +B2 = |Z|.
On a également : A+ iB=Z=2z>=(a+1b)? = a* - b* + 2abi. Par identification des parties
réelles et imaginaires des membres extrémes de ces égalités, il vient : a* — b* = A et 2ab = B.

Synthese Les nombres réels a et b sont des solutions du systéme :
a’ +b* = VA2 +B2

a’-b*=A (VIL.1)
2ab=B

En effectuant la demi-somme et la demi-différence membre & membre des deux premieéres
équations dans (VII.1), il vient :

2o VA2 +B2+A
B 2
(VIL.1) —> L2 - VA2 +B2+A
B 2
2ab=B

Lorsque B est positif a et b sont de méme signe et on en déduit que :

(a,b) €

\/\/A2+B2+A \/\/A2+B2+A \/\/A2+B2+A \/\/A2+B2+A
2 2 | 2 2
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L e .. , VA2+B2+A . [ VA2+B?+A
Vérifions la validité de la premiére racine : z = — +1 — 5

Ona:

, VAREA+A VRAE-A . |(VARHB+A)(VATE -4
= — +

z 21
R Az 2 4
+ .
Z*= ST VATH B - A7
ZZ=A+1|B|
ZZ2=A+1B
ZZ:Z

Lautre racine est 'opposée de la premiére, elle a donc également pour carré : Z.

Lorsque B est négatif a et b sont de signes contraires et on en déduit que:

(a,b) €

. el N , VA?2+B2+A . [ VA2+B?+A
Vérifions la validité de la premiére racine: z = \| ——— — _—

Ona:

o VRAB A VRE - | [VEABA) (VR A
2 _ _

1

A_Az 2 4
+ .

zzz—if——1VA?+B2—A2

zZ2=A-1|B|

Z2=A+1B

ZZ:Z

Lautre racine est 'opposée de la premiére, elle a donc également pour carré : Z.
On en déduit le théoréme suivant.

THEOREME VIIL.2.10
H Tout nombre complexe non nul a deux racines carrées complexes opposées.

\/\/A2+B2+A \/\/A2+B2+A \/\/A2+B2+A \/\/A2+B2+A
2 2 | 2 2

Remarque La méthode utilisée pour démontrer ce théoréme tient lieu de méthode de détermina-

tion pratique. On remarquera a cet égard que le systeme (VIL.1) peur aussi s’écrire :

a’ +b* = |Z|
a’ - b’ =Re(2)
2ab=m(Z)

Exercice VIL.2.8. Déterminer les racines carrées complexes de 2 + 31.

Solution Ona:|2+3i|= V22+32= 13.

Soit z un nombre complexe de forme algébrique : z = a + ib;ona:z> = (a®°-b*>)+1iQab) et

|zI* = a* + b°.
a’ + b*
z estracine carrée de 2+31 si et seulement si (a; b) est solution du systéme : (Z) a-b =
2ab =

V13
2
3
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5 V13+2
2a° = V13+2 a = —2
2b° V-2 =y, _ VI3-2
2ab = 3 2
2ab = 3
v13+2 Vv13+2 3—
On a donc : Toua:— T et a et

b sont de méme signe.

. v13+2 . Vv13-2
Les racines carrées de2 + 31 sontdonc: z = \/ T+ 1 \/ T;

) V13+2 . [V13-2
et son opposé: —z = — 5 -1 5 .0

VII.2.5 Exercices

VIL.2.a. Résoudre dans C : 2z —5z+7 = 0;
27z°-5z-7= 0;222+7z+5 = 0;2z2+7z+7: 0.
VIL.2.b. Résoudre dans C : 2z° -5z +7; 22> +

VII.3 Exercices

Calculs élémentaires

VII.1. n désigne un entier naturel. Détermi-
ner sans calculatrice la forme algébrique des
nombres suivants, puis vérifier le résultat avec
la calculatrice.

.3 +4
a. z1=1 Z2=1
. +4n+1
b. z3=1 Z4=1
c4n+2 +4n+3
C. 25 = 1 Z6 = 1
.2012 . 2523
d. z; = =1 Zg = =1
VIL.2. n désigne un entier naturel. Détermi-

ner sans calculatrice la forme algébrique des
nombres suivants, puis vérifier le résultat avec
la calculatrice.

a. 27, (\/?_>+i)2 Zzz(\/?_)+i)3

b z3:( 3+i);1 z4:(\/§+i)162

. z5=|V3+1 =|V3+i
o ( +l') 12n ( +1)12n+1
d. Z7=( 3+1) Zg—(\/_+l)

. z9:(\/§+i)12n+2 Zlo—(\/_+l)12n+3

f. zuz(\/§+i)10 lez(\/§+i)6

5z—7;2z2—7z+5;2z2—7z+7.
VIL.2.c. Déterminer les racines carrées de :

. o V3 1.
3—41;5+121;1+1;6—51;7\/_+51.

VIL.3. Quels sont les nombres complexes dont
I'inverse est le conjugué.

Trinomes du second degré

VII.4. Résoudre dans C.
a. 22 +2z-8=0.
b. 32°-4z+2=0
c. 4z2°+3z+2=0
d. 4z°+3z-2=0
VIIL.5. Factoriser.
a. Py(2) =z*+2z-8.

b. P>(z) = 322 —4z+2.
c. P3(z) = 4z° +3z+2.
d. Ps(2) = 47> +3z-2.
VIIL.6. Factoriser.
a. Py(z) =8z"+2z 1.
b. Py(z) = 2z° -4z +3.
c. P3(z) =22z° + 3z +4.
d. Ps(2) = 272> +3z—4.

VIL.7. 1. Résoudre dans C I'équation :

Z24+z+1=0 (E)
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On désignera par j la solution de (E) dontla par-
tie imaginaire est positive.

_ 1 _
2. Calculer, |j|, puis vérifier que: j = 7 et j = j>.

3. Décomposer z° — 1 en produit de trois fac-
teurs de degré 1.

4. Déterminer le forme algébrique de j°.

5. n désigne un nombre entier naturel. Dé-
terminer le forme algébrique des nombres sui-

vants : j?)l’l : j3n+1 : j3n+2.
6. Donner le forme algébrique des nombres sui-
vants - 5728, 82, 8928,

Identités remarquables

VIL.8. Développer sans calculatrice, puis véri-
fier avec la calculatrice.

a. (z+2)*
b. (z+1)*
c. (4z-51)°
VIL.9. Factoriser sans calculatrice, en produit de

facteurs de degré 1, puis vérifier avec la calcula-
trice.

a. 22 -3z°+3z-1.

b. 22 -3iz° -3z +1.

c. 2°-1.
VIIL.10. 1. Ecrire sous forme algébrique: (1+1)?;
A+ a+0)h
2. n désigne un nombre entier naturel. On

considere les nombres :

4n k 4n k
Ap= Y CKi® et B,= Y Chi"
k=0 k=0

k pair k impair

a. Déterminer une expression simple de
A, +B,.

b. Justifier que A, est un nombre réel et que
B, est un nombre imaginaire.

c. Calculer A, et B,,.

3. Calculer, sans calculatrice, les nombres z; et
z» définis par : z; = C — Cj + Cg — C5 + CJ et
7, =Ci—C3+C3-Cj.

29 ) '
VIL11. Calculer: ) (1+7i+k(3-1)).

k=0

4n-1 . .
VIL12. Calculer: Y (1+71)(31)".

k=0
VIL.13. Cet exercice pourra étre traiter apres

I'exercice VIL.7.. j est le nombre défini dans
3n-1
I'exercice VIL7.. Calculer: Y i v3(2j)*
k=0

Approfondissement

VII.14. Factoriser sans calculatrice, en produit
de facteurs de degré 1, puis vérifier avec la cal-
culatrice.

a. 22-3z2°+3z-1+271.
b. z°-31z>-3z+281.
C. z6+1.
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Index

application, 25
identique, 26

arbre pondéré, 82

arrangement, 67

bijection, 25

bindme de NEWTON, 72

borne inférieure d'une partie de R, 15
borne supérieur d'une partie de R, 15

C, 108
cardinal, 61
composée
d’une suite par une fonction, 48

discriminant, 17

écart type, 87
ensemble de définition, 1
épreuve de Bernoulli, 92
espérance mathématique, 87
événement(s), 76
élémentaire, 76
certain, 76
impossible, 76
indépendants, 79
éventualité, 75, 76
exponentielle
de base a, 41

fonction
associée, 32
composée, 7
croissante, 8
décroissante, 8
impaire, 11
monotone, 8
paire, 11
périodique, 13
strictement
croissante, 8
décroissante, 8
monotone, 8

imaginaire pur, 108
issue, voir éventualité

Konig(formule de), 89

logarithme
décimal, 41
de base a, 41

loi de probabilité, 85
binomiale, 92
conjointe, 90
couple, 89
marginale, 90
simultanée, 90

majorant d'une partie de R, 15
minorant d'une partiede R, 15
moyenne
arithmétique, 51
géométrique, 53

nombres complexes
conjugué, 109
définition, 108
forme algébrique, 108
inverse, 110
partie imaginaire, 108
partie réelle, 108
quotient, 110

orthonormé, 103

partition, 61

p-liste, 63

point d’inflexion, 32

premiere bissectrice, 30, 49

probabilité(s), 76
conditionnelle, 81
conjointes, 90
simultanées, 90

racines carrées d'un nombre complexe, 116

relation
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Index

biunivoque, 25
univoque, 25

schéma de Bernoulli, 92

suite
arithmético-géométrique, 57
arithmétique, 50
géométrique, 52
numérique, 47

théoreme
fondamental de I'algebre, 112
probabilités totales (des), 83
faible, 78

unitaire, 103
univers, 76
univers image, 85

variable(s) aléatoire(s), 85
indépendantes, 91
variance, 87
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